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1. 利用定义计算

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 2 0
...

...
...

...

0 n − 1 · · · 0 0

n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · n − 1

n 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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2. 利用行列式性质把行列式化为上、下三角形行列式.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 1 1

1 3 1 1

1 1 3 1

1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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有时也可化成斜上、斜下三角形行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b · · · b b a
b · · · b a b
b · · · a b b
...

...
...

...

a · · · b b b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b · · · b b a + (n − 1)b
b · · · b a a + (n − 1)b
b · · · a b a + (n − 1)b
...

...
...

...

a · · · b b a + (n − 1)b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b · · · b b 1

b · · · b a 1

b · · · a b 1
...

...
...

...

a · · · b b 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b · · · b b 1

0 · · · 0 a − b 0

0 · · · a − b 0 0
...

...
...

...

a − b · · · 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 (a + (n − 1)b)(a − b)n−1
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3. 行列式按一行 (一列) 展开, 或按多行 (多列) 展开
(Laplace 定理)

D2n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an bn
. . . . .

.

a1 b1
c1 d1

. .
. . . .

cn dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∏
i=1

(aidi − bici) .
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4. 箭头形行列式或者可以化为箭头形的行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 1 1 · · · 1

1 a1 0 · · · 0

1 0 a2 · · · 0
...

...
...

...

1 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −
∑n

i=1
1
ai

1 1 · · · 1

0 a1 0 · · · 0

0 0 a2 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
a0 −

n∑
i=1

1

ai

)
a1a2 · · · an
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − m x2 x3 · · · xn

x1 x2 − m x3 · · · xn

x1 x2 x3 − m · · · xn
...

...
...

...

x1 x2 x3 · · · xn − m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − m x2 x3 · · · xn

m −m 0 · · · 0

m 0 −m · · · 0
...

...
...

...

m 0 0 · · · 0− m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
i=1 xi − m x2 x3 · · · xn

0 −m 0 · · · 0

0 0 −m · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 0− m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

( n∑
i=1

xi − m

)
(−m)n−1
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 a0
0 0 · · · a1 1
...

...
...

...

0 an−1 · · · 0 1

an 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 a0 −
∑n

i=1
1
ai

0 0 · · · a1 0
...

...
...

...

0 an−1 · · · 0 0

an 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)

n(n−1)
2 a1a2 · · · an

(
a0 −

n∑
i=1

1

ai

)
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b · · · b b a
b · · · b a b
b · · · a b b
...

...
...

...

a · · · b b b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b · · · b a
0 0 · · · a − b b − a
...

...
...

...

0 a − b · · · 0 b − a
a − b 0 · · · 0 b − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b · · · b a + (n − 1)b
0 0 · · · a − b 0
...

...
...

...

0 a − b · · · 0 0

a − b 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=(−1)

n(n−1)
2 (a + (n − 1)b)(a − b)n−1

9 / 17



5. 逐行逐列相加减

行列式特点是每相邻两行 (列) 之间有许多元素相同. 用逐行 (列) 相减
可以化出零.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 · · · 2

2 2 2 · · · 2

2 2 3 · · · 2
...

...
...

...

2 2 2 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0

2 2 2 · · · 2

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · n − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−2)(n − 2)!
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 1 n
2 2 3 · · · n − 1 n
3 3 3 · · · n − 1 n
...

...
...

...
...

n − 1 n − 1 n − 1 · · · n − 1 n
n n n · · · n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0 0

−1 −1 0 · · · 0 0

−1 −1 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

−1 −1 −1 · · · −1 0

n n n · · · n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1n.
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 1 n
2 3 4 · · · n 1

3 4 5 · · · 1 2
...

...
...

...
...

n − 1 n 1 · · · n − 3 n − 2

n 1 2 · · · n − 2 n − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n − 1 n
1 1 1 · · · 1 1 − n
1 1 1 · · · 1 − n 1
...

...
...

...
...

1 1 1 − n · · · 1 1

1 1 − n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n(n+1)
2

2 3 · · · n − 1 n
0 1 1 · · · 1 1 − n
0 1 1 · · · 1 − n 1
...

...
...

...
...

0 1 1 − n · · · 1 1

0 1 − n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n(n + 1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1 − n
1 1 · · · 1 − n 1
...

...
...

...

1 1 − n · · · 1 1

1 − n 1 · · · 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · · · · ·
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6. 加边法 (添加一行一列, 利于计算, 但同时保持行列式
不变)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + x1 a a · · · a
a a + x2 a · · · a
a a a + x3 · · · a
...

...
...

...

a a a · · · a + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a a · · · a
0 a + x1 a a · · · a
0 a a + x2 a · · · a
0 a a a + x3 · · · a
...

...
...

...
...

0 a a a · · · a + xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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7. 利用数学归纳法证明行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ 0 · · · 0 0

1 α+ β αβ · · · 0 0

0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · α+ β αβ

0 0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

αn+1 − βn+1

α− β

证明: 利用第二数学归纳法: 若 n = 1, 则 D1 = α+ β = α2−β2

α−β , 成立.
假设结论对所有小于 n 的都成立.
将 Dn 按第一行 (或第一列) 展开得 Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2,
利用归纳假设可得

Dn = (α+β)Dn−1−αβDn−2 = (α+β)α
n−βn

α−β −αβ αn−1−βn−1

α−β = αn+1−βn+1

α−β .
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8. 利用递推公式

解: 按第一行展开得 Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2, 将此式化为:

Dn − αDn−1 = β (Dn−1 − αDn−2) (1)
Dn − βDn−1 = α (Dn−1 − βDn−2) (2)

利用公式 (1) 得 Dn − αDn−1 = β (Dn−1 − αDn−2) =

β2 (Dn−2 − αDn−3) = · · · = βn−2 (D2 − αD1) = βn ,

即 Dn = αDn−1 + βn (3)
利用公式 (2) 得 Dn − βDn−1 = α (Dn−1 − βDn−2) =

α2 (Dn−2 − βDn−3) = · · · = αn−2 (D2 − βD1) = αn ,

即 Dn = βDn−1 + αn (4)

由 (3)(4) 解得: Dn =

{
αn+1−βn+1

α−β , α ̸= β

(n + 1)αn , α = β
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 2

5 7
. . .

. . .
. . .

. . .

. . . 7 2

5 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 7Dn−1 − 10Dn−2
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9. 拆项法: 将行列式的其中一行 (列) 拆成两个数的和

要点：分解成两个容易求的行列式的和.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b b
c a b · · · b b
c c a · · · b b
...

...
...

...
...

c c c · · · a b
c c c · · · c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c + a − c b b · · · b b
c a b · · · b b
c c a · · · b b
...

...
...

...
...

c c c · · · a b
c c c · · · c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c b b · · · b b
c a b · · · b b
c c a · · · b b
...

...
...

...
...

c c c · · · a b
c c c · · · c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a − c b b · · · b b
0 a b · · · b b
0 c a · · · b b
...

...
...

...
...

0 c c · · · a b
0 c c · · · c a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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