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《九章算术·方程》是世界上最早系统讨论联立方程问题的文献.

《九章算术·方程》，成于公元一世纪左右，西汉张苍、耿寿昌整理的算学书
今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗；
上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；
上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实二十六斗.
问上、中、下禾实一秉各几何？

解 我们设上禾、中禾、下禾一秉分别为 x, y, z 斗，则有
3x + 2y + z = 39

2x + 3y + z = 34

x + 2y + 3z = 26
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引例
在平面直角坐标系中，作一条抛物线 y = ax2 + bx + c 经过三个已知点 (−3, 20), (1, 0), (2, 10)，求抛
物线方程.

解 求抛物线 y = ax2 + bx + c 的方程也就是求 a, b, c 的值. 将三个已知点的坐标代入抛物线方程
得到


9a − 3b + c = 20 (1)

a + b + c = 0 (2)

4a + 2b + c = 10 (3)

用加减消去法消去 c
(1)式− (2)式 : 8a − 4b = 20 (4)

(3)式− (2)式 : 3a + b = 10 (5)

再由 (4)、(5) 两式消去 b
1

4
× (4)式+ (5)式 : 5a = 15 (6)

由 (6) 解出 a = 3. 代入 (5) 解出 b = 1. 再将 a = 3, b = 1 代入 (2) 解出 c = −4.
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引例
在平面直角坐标系中，作一条抛物线 y = ax2 + bx + c 经过三个已知点 (−3, 20), (1, 0), (2, 10)，求抛
物线方程.

经检验可知 
a = 3

b = 1

c = −4

是原方程组的解. 所求的抛物线方程为 y = 3x2 + x − 4. □
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§1 消元法及矩阵

一般线性方程组的形式是 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

(1)

其中 x1, x2, · · · , xn 代表 n 个未知量, s 为方程个数, s 与 n 未必相等.

• aij 称为线性方程组第 i 个方程中 xj 的系数, bi 称为常数项 (i = 1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · ,n).
• 线性方程组 (1) 的一个解是指由 n 个数 k1, k2, · · · , kn 组成的一个有序数组 (k1, k2, · · · , kn), 当

x1, x2, · · · , xn 分别用 k1, k2, · · · , kn 代入后, (1) 的每个方程都成为恒等式.

• 线性方程组的解的全体称为它的解集合.
• 如果两个线性方程组有相同的解集合, 就称它们是同解同解的.
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在实际问题中, 我们会遇到含有成千上万个未知量的线性方程组,

因此需要有统一的机械的方法来解线性方程组, 以便可以编程序让计算机去求解.

解线性方程组的基本思路是消元, 即在一部分方程中消去一些未知量.

下面我们通过例子来说明如何解线性方程组.

例 1. 解线性方程组 
3x1 − x2 + 5x3 = 3

x1 − x2 + 2x3 = 1

x1 − 2x2 − x3 = 2

解 第一个目标是消 x1, 首先交换第一个和第三个方程, 得到
x1 − 2x2 − x3 = 2

x1 − x2 + 2x3 = 1

3x1 − x2 + 5x3 = 3
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然后, 将第一个方程的 −1 倍加入到第二个方程, 将第一个方程的 −3 倍加入到第三个方程, 得到
x1 − 2x2 − x3 = 2

x2 + 3x3 = −1

5x2 + 8x3 = −3

第二个目标是消 x2, 将第二个方程的 −5 倍加入到第三个方程, 得到
x1 − 2x2 − x3 = 2

x2 + 3x3 = −1

− 7x3 = 2

第三个方程乘以 − 1
7 , 得到 

x1 − 2x2 − x3 = 2

x2 + 3x3 = −1

x3 = −2

7
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
3x1 − x2 + 5x3 = 3

x1 − x2 + 2x3 = 1

x1 − 2x2 − x3 = 2

→
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
x1 − 2x2 − x3 = 2

x2 + 3x3 = −1

x3 = −2

7

最后通过代入法解出方程组的唯一解 
x1 =

10

7

x2 = −1

7

x3 = −2

7
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高斯消元法

用消元法解线性方程组的具体做法是:

对线性方程组反复施行以下三种变换, 从而达到简化线性方程组的目的.

1. 用一个非零数乘以一个方程

2. 把一个方程的某个倍数加到另一个方程上

3. 交换两个方程的位置

为了叙述方便, 称上述三个变换为线性方程组的初等变换.
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消元法的理论根据

命题
初等变换把一个线性方程组变为一个与它同解的线性方程组.

证明 只对第二种初等变换来证明. 设对线性方程组 (1) 进行第二种初等变换.

不妨设把第二个方程的 k 倍加到第一个方程, 得到新的线性方程组
(a11 + ka21)x1 + (a12 + ka22)x2 + · · ·+ (a1n + ka2n)xn = b1 + kb2,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

(2)

现设 (c1, c2, · · · , cn) 是 (1) 的任意一个解.

因为 (1) 与 (2) 的后 s − 1 个方程是一样的, 所以 (c1, c2, · · · , cn) 满足 (2) 的后 s − 1 个方程.
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又 (c1, c2, · · · , cn) 满足 (1) 的前两个方程

a11c1 + a12c2 + · · ·+ a1ncn = b1,
a21c1 + a22c2 + · · ·+ a2ncn = b2.

把第二个等式的两边乘以 k, 再与第一个等式相加, 即得
(a11 + ka21)c1 + (a12 + ka22)c2 + · · ·+ (a1n + ka2n)cn = b1 + kb2,

故 (c1, c2, · · · , cn) 又满足 (2) 的第一个方程, 因而是 (2) 的一个解.

同理可证 (2) 的任意一个解也是 (1) 的解. 故 (1) 与 (2) 是同解的.

对于其它两种初等变换, 同理可验证结论成立.
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例 2. 解线性方程组 

x1 + 3x2 + 4x3 = −2

2x1 + 5x2 + 9x3 = 3

3x1 + 7x2 + 14x3 = 8

− x2 + x3 = 7

解 第一个目标是消 x1, 将第一个方程的 −2 倍加入到第二个方程, 将第一个方程的 −3 倍加入到第
三个方程, 得到 

x1 + 3x2 + 4x3 = −2

− x2 + x3 = 7

− 2x2 + 2x3 = 14

− x2 + x3 = 7

第二个目标是消 x2, 将第二、四个方程乘以 −1, 第三个方程乘以 − 1
2 , 得到
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

x1 + 3x2 + 4x3 = −2

x2 − x3 = −7

x2 − x3 = −7

x2 − x3 = −7

将第二个方程的 −1 倍加入第三、四个方程, 得到：



x1 + 3x2 + 4x3 = −2

x2 − x3 = −7

0 = 0

0 = 0

此时, 第三、四个方程已经变成恒等式了, 是冗余的, 可以删去, 得到
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x1 + 3x2 + 4x3 = −2

x2 − x3 = 7

此时, 方程组已经化为“阶梯形”, 可以使用代入法了, 将第二个方程变形为 x2 = x3 − 7, 再代入第一
个方程, 得到： x1 = −7x3 + 19

x2 = x3 − 7

此时, 容易发现, x3 不受约束了, 可以取任意值, 即 自由未知量．

如果我们对 x3 任取一个值 k, 那么总可以对应算出 x1 和 x2 的解, 于是方程有无数个解, 可以表示如
下形式 (其中, k 取任意实数)： 

x1 = −7k + 19

x2 = k − 7

x3 = k

15 / 146



例 3. 解线性方程组 
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 2

3x1 − x2 + 5x3 − 3x4 − x5 = 6

2x1 + x2 + 2x3 − 2x4 − 3x5 = 8

解 第一个目标是消 x1, 将第一个方程的 −3 倍加入到第二个方程, 将第一个方程的 −2 倍加入到第
三个方程, 得到： 

x1 − 2x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 2

5x2 − 4x3 − 7x5 = 0

5x2 − 4x3 − 7x5 = 4

第二个目标是消 x2, 将第二个方程的 −1 倍加入第三个方程, 得到：
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
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 2

5x2 − 4x3 − 7x5 = 0

0 = 4

第三个方程是矛盾方程, 因此此方程组无解．
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对于线性方程组的一般形式, 首先检查 x1 的系数 a11, a21, · · · , as1, 若它们全为 0 , 则对 x1 无任何限
制, x1 可取任意值, 而线性方程组可看作 x2, · · · , xn 的线性方程组来解;

如果 x1 的系数不全为零, 那么利用初等变换 3 , 可设 a11 ̸= 0, 再利用初等变换 2 , 分别把第一个方
程的 − ai1

a11
倍加到第 i 个方程 (i = 2, · · · , s), 则线性方程组变成

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a′
22x2 + · · ·+ a′

2nxn = b′2,

· · · · · · · · ·

a′
s2x2 + · · ·+ a′

snxn = b′s,

其中 a′
ij = aij − ai1

a11
· a1j , b′i = bi − ai1

a11
b1, i = 2, · · · , s, j = 2, · · · ,n.

此时解线性方程组的问题可归结为解线性方程组
a′
22x2 + · · ·+ a′

2nxn = b′2,

· · · · · · · · ·

a′
s2x2 + · · ·+ a′

snxn = b′s
的问题.
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再按上面的步骤进行讨论,· · · , 最后就得到一个阶梯形线性方程组. 为论证方便（调换变量顺序）,
不妨设为



c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1rxr + · · ·+ c1(n−1)xn−1 + c1nxn = d1,

c22x2 + · · ·+ c2rxr + · · ·+ c2(n−1)xn−1 + c2nxn = d2,

...

crrxr + · · ·+ cr(n−1)xn−1 + crnxn = dr ,

0 = dr+1,

0 = 0,

...

0 = 0,

其中 cii ̸= 0, i = 1, 2, · · · , r , 上式中的 “0 = 0” 可能出现也可能不出现, 可去掉.

现考虑上式解的情况.

• 如果有方程 0 = dr+1, 而 dr+1 ̸= 0, 此时不管 x1, x2, · · · , xn 取什么值都不能使它成为等式.
故线性方程组无解. 19 / 146



• 若 dr+1 是 0 , 而上式中去掉“0 = 0”的方程后, 可分两种情况:

1. r = n. 此时阶梯形线性方程组为



c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1rxr + · · ·+ c1(n−1)xn−1 + c1nxn = d1,

c22x2 + · · ·+ c2rxr + · · ·+ c2(n−1)xn−1 + c2nxn = d2,

...

c(n−1)(n−1)xn−1 + c(n−1)nxn = dn−1,

cnnxn = dn,

其中 cii ̸= 0, i = 1, 2, · · · ,n.

由最后一个方程开始, xn, xn−1, · · · , x1 的值就可以逐个地、唯一地确定出来了. 此时有唯一解.
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2. r < n. 此时阶梯形线性方程组为

c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1rxr + c1(r+1)xr+1 + · · ·+ c1nxn = d1,

c22x2 + · · ·+ c2rxr + c2(r+1)xr+1 + · · ·+ c2nxn = d2,

...

crrxr + cr(r+1)xr+1 + · · ·+ crnxn = dr ,

其中 cii ̸= 0, i = 1, 2, · · · , r .

它可以改写成 

c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1rxr =d1 − c1(r+1)xr+1 − · · · − c1nxn,

c22x2 + · · ·+ c2rxr =d2 − c2(r+1)xr+1 − · · · − c2nxn,

...

crrxr =dr − cr(r+1)xr+1 − · · · − crnxn.

此时任意给定 xr+1, · · · , xn 一组值, 就可以唯一地确定出 x1, x2, · · · , xr 的值, 即求出一个解.
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由上式可以把 x1, x2, · · · , xr 通过 xr+1, · · · , xn 表示出来:
x1 = d ′

1 + l1(r+1)xr+1 + · · ·+ l1nxn,
...

xr = d ′
r + lr(r+1)xr+1 + · · ·+ lrnxn.

这样一组表达式称为线性方程组的一般解, 而 xr+1, · · · , xn 称为一组自由未知量.

小结
• 线性方程组的解有三种可能：1. 有唯一解, 2. 有无数个解, 但是可以写出通解形式, 3. 无解
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系数矩阵与增广矩阵

隐去线性方程组的未知量, 可以将线性方程组用其增广矩阵表示.

在增广矩阵上进行高斯消元法会更加简洁．

回顾我们在绪论中所引用的《九章算术》中的方程组

(I)


3x + 2y + z = 39

2x + 3y + z = 34

x + 2y + 3z = 26

不考虑常数项, 仅使用系数可以排列成矩阵 A；既使用系数也使用常数项可以排列成矩阵 A：

A =


3 2 1

2 3 1

1 2 3

 , A =


3 2 1 39

2 3 1 34

1 2 3 26


矩阵 A 叫方程组 (I) 的系数矩阵, 矩阵 A 叫方程组 (I) 的 增广矩阵．
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定义 (矩阵的初等行变换)
矩阵的 初等行变换 是指对矩阵实施如下三种变换：

1. 交换两行；

2. 用非零数乘以一行的所有元素；

3. 把矩阵的一行乘以某个倍数加入另一行．

注意
• 线性方程组的初等变换可以用增广矩阵的初等变换代替

• 为了书写方便, 我们用 ri 表示矩阵的第 i 行

• 交换 i, j 两行记作 ri ↔ rj

• 第 i 行乘以 k 记作 kri

• 第 i 行乘以 k 加入第 j 行记作 kri + rj

• 变换前后的矩阵不用等号连接, 用箭头连接.
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重做例 1. 对如下方程组的增广矩阵做初等行变换以解出该方程组：
3x1 − x2 + 5x3 = 3

x1 − x2 + 2x3 = 1

x1 − 2x2 − x3 = 2

解 A =


3 −1 5 3

1 −1 2 1

1 −2 −1 2

 r1↔r3−−−−→


1 −2 −1 2

1 −1 2 1

3 −1 5 3

 −r1+r2−−−−−→
−3r1+r3


1 −2 −1 2

0 1 3 −1

0 5 8 −3


−5r2+r3−−−−−→


1 −2 −1 2

0 1 3 −1

0 0 −7 2

 − 1
7 r3−−−→


1 −2 −1 2

0 1 3 −1

0 0 1 − 2
7

 r3+r1−−−−−→
−3r3+r2


1 −2 0 12

7

0 1 0 − 1
7

0 0 1 − 2
7



2r2+r1−−−−→


1 0 0 10

7

0 1 0 − 1
7

0 0 1 − 2
7

．于是, 方程组的解为


x1 = 10

7

x2 = − 1
7

x3 = − 2
7

.
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重做例 2. 对如下方程组的增广矩阵做初等行变换以解出该方程组：

x1 + 3x2 + 4x3 = −2

2x1 + 5x2 + 9x3 = 3

3x1 + 7x2 + 14x3 = 8

− x2 + x3 = 7

解 A =


1 3 4 −2

2 5 9 3

3 7 14 8

0 −1 1 7

 −→


1 3 4 −2

0 1 −1 −7

0 0 0 0

0 0 0 0

 −3r2+r1−−−−−→


1 0 7 19

0 1 −1 −7

0 0 0 0

0 0 0 0


此时, 与矩阵对应的方程组为

x1 + 7x3 = 19

x2 − x3 = −7

则方程组的一般解 为

x1 = −7x3 + 19

x2 = x3 − 7
其中 x3 为自由未知量.

26 / 146



重做例 2. 对如下方程组的增广矩阵做初等行变换以解出该方程组：

x1 + 3x2 + 4x3 = −2

2x1 + 5x2 + 9x3 = 3

3x1 + 7x2 + 14x3 = 8

− x2 + x3 = 7

解 A =


1 3 4 −2

2 5 9 3

3 7 14 8

0 −1 1 7

 −→


1 3 4 −2

0 1 −1 −7

0 0 0 0

0 0 0 0

 −3r2+r1−−−−−→


1 0 7 19

0 1 −1 −7

0 0 0 0

0 0 0 0


此时, 与矩阵对应的方程组为

x1 + 7x3 = 19

x2 − x3 = −7

则方程组的一般解 为

x1 = −7x3 + 19

x2 = x3 − 7
其中 x3 为自由未知量.

26 / 146



重做例 3. 对如下方程组的增广矩阵做初等行变换以解出该方程组：
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 + 2x5 = 2

3x1 − x2 + 5x3 − 3x4 − x5 = 6

2x1 + x2 + 2x3 − 2x4 − 3x5 = 8

解 A =


1 −2 3 −1 2 2

3 −1 5 −3 −1 6

2 1 2 −2 −3 8

 −3r1+r2−−−−−→
−2r1+r3


1 −2 3 −1 2 2

0 5 −4 0 −7 0

0 5 −4 0 −7 4


−r2+r3−−−−−→


1 −2 3 −1 2 2

0 5 −4 0 −7 0

0 0 0 0 0 4

,

此时, 还原为方程组就会发现, 最后一个方程为 0x5 = 4, 是矛盾方程, 无解．
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矩阵 A 如果满足

• 元素全为 0 的行 (称为零行)，只可能存在于下方;

• 元素不全为 0 的行 (称为非零行)，从左数第一个不为 0 的元素 (称为主元) 的列指标随着行指
标的增加而严格增加.

则称它为 阶梯形矩阵 ,

阶梯形矩阵具有如下形式： 

• ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗ ∗
• ∗ ∗ · · · ∗ ∗

• ∗ · · · ∗ ∗
. . .

...
...

• ∗


其中 “∗” 表示可能不为 0 的数，“•” 表示一定不为 0 的数，即 “•” 处元素是主元．
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矩阵 A 如果满足

• 矩阵 A 为阶梯形矩阵, 且

• 每个非零行的主元都是 1, 它所在的列的其他元素都是零.

称为 行简化阶梯形矩阵,

例

A =


1 2 0 0 2

0 0 1 0 −1

0 0 0 1 0

 B =


1 3 0 −1

0 2 1 0

0 0 0 1


A 和 B 都是行阶梯形矩阵, 但 A 也是简化行阶梯形矩阵, 而 B 不是．
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命题
任意一个矩阵经过一系列初等行变换总能化成

1 一个阶梯形矩阵,

2 进而能够化成一个行简化的阶梯形矩阵.

证明 设矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


目标：通过初等行变换将 A 化为阶梯形矩阵.
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考察第一列元素 a11, a21, · · · , am1

• 若它们全为 0，则考察第二列

• 若不全为 0，用初等行变换使 a11 ̸= 0

通过初等行变换，从第二行开始，每一行加上第一行的适当倍数，使得第一列除 a11 外全为 0.

经过初等行变换后：

A → J1 =


a′
11 a′

12 · · · a′
1n

0 a′
22 · · · a′

2n
...

...
...

0 a′
m2 · · · a′

mn


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关注右下角子矩阵： 
a′
22 · · · a′

2n
...

...
a′

m2 · · · a′
mn


归纳步骤
对 J1 的右下角子矩阵重复上述过程：

• 每次处理（至少）减少一行一列

• 经过有限步后得到阶梯形矩阵

算法终止
由于矩阵大小有限，此过程必在有限步内结束.
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化为行简化阶梯形

两个步骤
1 将各行乘上相应的非零数，使每个主元变为 1

2 利用初等行变换把每个主元所在列的其他元素变成 0

至此，得到行简化的阶梯形矩阵.

由上述结论可推出

行列式推论
任一 n 阶行列式都可以利用行列式的性质化为一个上三角形行列式.
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矩阵消元法：归纳总结

综上所述, 解线性方程组的具体做法是:

• 写出线性方程组的增广矩阵,

• 对它做初等行变换化成简化行阶梯形矩阵,

• 从而可立即写出原线性方程组的解,

这种解线性方程组的方法称为矩阵消元法.

34 / 146



1. 无解： 将增广矩阵化为行阶梯形后, 如果存在一行其系数部分全为零而常数非零 (矛盾行), 那么
该方程组无解, 如例 3

1 −2 3 −1 2 2

3 −1 5 −3 −1 6

2 1 2 −2 −3 8

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 x4 x5 c


 多次初等行变换−−−−−−−−−→

1 −2 3 −1 2 2

0 5 −4 0 −7 0

0 0 0 0 0 4

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 x4 x5 c



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矩阵消元法：归纳总结

将增广矩阵化为行阶梯形后, 如果不出现矛盾行, 那么原方程组必定有解, 或有唯一解, 或有无穷多
解.

2. 有唯一解： 将增广矩阵化为行阶梯形后没有出现矛盾行, 继续化为行简化的阶梯形, 如果非零行
的个数与未知量个数相等, 那么从常数列就能得到方程组的解, 如例 1

3 −1 5 3

1 −1 2 1

1 −2 −1 2

↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 c


 多次初等行变换−−−−−−−−−→

1 0 0 10
7

0 1 0 − 1
7

0 0 1 − 2
7

↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 c



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矩阵消元法：归纳总结

3. 有无穷多解： 将增广矩阵化为行简化的阶梯形后, 如果没有出现前两种情况, 那么该方程组有无
穷多解, 如例 2

1 3 4 −2

2 5 9 3

3 7 14 8

0 −1 1 7

↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 c


 多次初等行变换−−−−−−−−−→

1 0 7 19

0 1 −1 −7

0 0 0 0

0 0 0 0

↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 c




• 非零行的非零主元对应的未知量为 主未知量
• 其余未知量为 自由未知量
• 在例 2 中, x1 和 x2 是基本未知量, x3 是自由未知量
• 令所有自由未知量依次取任意常数 k1, k2, . . .

• 由此解出基本未知量, 这样就得到了方程组的 一般解(也称通解)
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总结
n 元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵时，

• 如果相应的阶梯形方程组出现 “0 = d’’（其中 d 是非零数）这种方程，那么原方程组无解；

• 否则，有解．
• 如果阶梯形矩阵的非零行数 r 等于未知量的个数 n ，那么原方程组有唯一解；
• 如果 r < n ，那么原方程组有无穷多个解．
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例. 求解如下方程组 

x1 + 3x2 + 4x3 = −2,

2x1 + 6x2 + 9x3 = 3,

3x1 + 9x2 + 14x3 = 8,

x1 + 3x2 + 5x3 = 5.

解 A =


1 3 4 −2

2 6 9 3

3 9 14 8

1 3 5 5

 −→


1 3 4 −2

0 0 1 7

0 0 2 14

0 0 1 7

 −→


1 3 4 −2

0 0 1 7

0 0 0 0

0 0 0 0

 −→


1 3 0 −30

0 0 1 7

0 0 0 0

0 0 0 0


谁是基本未知量？自由未知量？
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1 3 0 −30

0 0 1 7

0 0 0 0

0 0 0 0

↓ ↓ ↓ ↓
x1 x2 x3 c




那么方程组的一般解为 x1 = −3x2 − 30

x3 = 7

其中 x2 是自由未知量.

作业 (选做)
写一个计算机程序实现高斯消元法.
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线性方程组的几何解释（三维空间 R3）
三个平面的空间位置关系决定了解的情况

基本思想
每个方程 aix + biy + ciz = di 在三维空间中定义一个平面.
方程组的解 = 所有三个平面的公共交点.

情况一：唯一解
几何描述：

• 三个平面相交于唯一一个点.

• 每两个平面相交于一条直线，
所有三条直线交于同一点.

现实类比：
房间的两面墙和地板
在角落处相交.

情况二：无穷多解
几何描述：

• 三个平面相交于一条共同的直线.

现实类比：
一本书的所有页面
沿着书脊这条线相交.

情况三：无解
几何描述：

• 没有三个平面的公共交点.

• 至少有一对平面平行但不重合.

现实类比：
楼梯的台阶面.
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定理 1
在齐次线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0,

中, 若 s < n, 则它必有非零解.

证明 线性方程组在化成阶梯形线性方程组之后, 方程的个数不会超出原线性方程组中方程的个数,
即 r ≤ s < n. 由 r < n 得知, 此线性方程组有无穷多解, 从而有非零解.
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线性方程组理论的思考

线性方程组的理论已经完整了吗？

• 通过消元法将线性方程组化为阶梯形后，剩下的有效方程个数是否唯一确定？

• 能否不进行具体的方程组变形，直接依据原方程组的系数与常数项结构，判断其是否有解？并
在有解时进一步判断解是唯一还是无穷多？
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§2 n 维向量空间

数域 P 上一个 n 维向量是由该数域中 n 个数组成的有序数组
(a1, a2, · · · , an), (1)

ai 称为向量的分量.

注: 1. n = 2, 3 且数域 P 为实数域 R 时, 向量就是解析几何中的向量.

但与解析几何不同, 书写向量不要加箭头.

2. 一个 n 元线性方程组有解时, 其任一解也是一个 n 维向量.

3. 一个 n 维行向量可以看成一个 1× n 矩阵, 一个 n 维列向量可以看成一个 n × 1 矩阵.
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如果 n 维向量
α = (a1, a2, · · · , an) , β = (b1, b2, · · · , bn)

的对应分量都相等, 即
ai = bi , i = 1, 2, · · · ,n,

就称这两个向量相等, 记作 α = β.
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向量
γ = (a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn)

称为向量
α = (a1, a2, · · · , an) , β = (b1, b2, · · · , bn)

的和, 记为
γ = α+ β.

加法满足下面的运算规律.

交换律: α+ β = β +α, (2)

结合律: α+ (β + γ) = (α+ β) + γ. (3)
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• 分量全为零的向量 (0, 0, · · · 0) 称为零向量, 记为 0;

• 向量 (−a1,−a2, · · · ,−an) 称为向量 α = (a1, a2, · · · , an) 的负向量, 记为 −α.

α+ 0 = α, (4)

α+ (−α) = 0. (5)

减法: α− β = α+ (−β).
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设 k 为数域 P 中的数, 向量 (ka1, ka2, · · · , kan) 称为向量 α = (a1, a2, · · · , an) 与数 k 的数量乘积,
记为 kα.

容易得到下面的运算规律:

k(α+ β) = kα+ kβ, (6)

(k + l)α = kα+ lα, (7)

k(lα) = (kl)α, (8)

1α = α. (9)
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由此又可得出

0α = 0, (10)

(−1)α = −α, (11)

k 0 = 0. (12)

进而,

k α = 0 当且仅当 k = 0 或 α = 0.
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向量空间
以数域 P 中的数作为分量的 n 维向量的全体, 同时考虑到定义在它们上面的加法和数量乘法, 称为
数域 P 上的 n 维向量空间, 记为 Pn.

任意 α,β,γ ∈ V 和任意 k, ℓ ∈ P，都有

(1) α+ β = β +α

(2) (α+ β) + γ = α+ (β + γ)

(3) α+ 0 = α

(4) α+ (−α) = 0

(5) 1α = α

(6) k(ℓα) = (kℓ)α

(7) k(α+ β) = kα+ kβ

(8) (k + ℓ)α = kα+ ℓα
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§3 线性相关性
一、线性表出

定义
如果存在数域 P 中的一组数 k1, k2, · · · , ks，使得

α = k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs,

那么称向量 α 是向量组 β1,β2, · · · ,βs 的一个线性组合，此时也称 α 可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表出.

例 1 在 R3 中, α = (1, 2,−1) 能否由 β1 = (3, 3, 1),β2 = (2, 1, 2) 线性表出?

取 k1 = 1, k2 = −1, 则 α = k1β1 + k2β2. 故 α 可由 β1,β2 线性表出.

例 2 α = (1,−7, 9) 能否由 β1 = (1,−2, 3),β2 = (2, 1, 0) 线性表出?
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例 2 α = (1,−7, 9) 能否由 β1 = (1,−2, 3),β2 = (2, 1, 0) 线性表出?

解 设 α = k1β1 + k2β2. 写成分量形式, 即线性方程组
1 = k1 + 2k2,

−7 = −2k1 + k2,

9 = 3k1

此线性方程组有解, 且解为 k1 = 3, k2 = −1. 故 α = 3β1−β2.

核心思想
一个向量 β 能否由向量组 α1,α2, · · · ,αs 线性表出，揭示了 β 与 α1,α2, · · · ,αs 是否有通过加法
和数量乘法两种运算建立起来的关系.
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线性方程组的向量表示

利用向量的加法和数量乘法运算，数域 K 上的 n 元线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

可以写成向量形式：

x1


a11

a21

...
as1

+ x2


a12

a22

...
as2

+ · · ·+ xn


a1n

a2n
...

asn

 =


b1
b2
...

bs


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简化向量表示

记：

α1 =


a11

a21

...
as1

 , α2 =


a12

a22

...
as2

 , · · · , αn =


a1n

a2n
...

asn

 , β =


b1
b2
...

bs


则线性方程组可表示为向量方程

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β

其中：

• α1,α2, . . . ,αn 是系数矩阵的列向量组

• β 是常数项组成的列向量

54 / 146



线性方程组有解的等价条件

线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

· · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs,

有解

⇔ 向量方程x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β有解

⇔ P 中存在一组数c1, c2, . . . , cn, 使得c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn = β

⇔ β 可以由α1,α2, . . . ,αn 线性表出

结论
线性方程组是否有解 ⇔ 常数项列向量能否由系数矩阵的列向量组线性表出
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注: 1. α = 1 ·α, 即 α 可由其自身线性表出.

从而对于任意的 1 ≤ i ≤ s, βi 可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表出:
βi = 0β1 + · · ·+ 0βi−1 + 1βi + 0βi+1 + · · ·+ 0βs.

2. 零向量可由任一向量组 α1,α2, · · · ,αr 线性表出：

0 = 0α1 + · · ·+ 0αr .

3. 在 Pn 中, n 维单位向量组为 
ε1 = (1, 0, · · · , 0),
ε2 = (0, 1, · · · , 0),

...
εn = (0, 0, · · · , 1).

(1)

任一 n 维向量 α = (a1, a2, · · · , an) 均可由 n 维单位向量组为 ε1, ε2, · · · , εn 线性表出:
α = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn.
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例
证明：如果线性方程组（1）的增广矩阵的第 i 个行向量 γi（第 i 行构成的向量）可以由其余行向
量线性表出：

γi = k1γ1 + · · ·+ ki−1γi−1 + ki+1γi+1 + · · ·+ ksγs,

那么把线性方程组（1）的第 i 个方程去掉以后得到的线性方程组 与线性方程组（1）同解.

证明 由已知条件得

γi − k1γ1 − · · · − ki−1γi−1 − ki+1γi+1 − · · · − ksγs = 0,

因此把线性方程组（1）的第 1 个方程的 k1 倍⋯⋯第 s 个方程的 −ks 倍都加到第 i 个方程上，第 i
个方程变成 “0 = 0’’，而其余方程不变.

这样得到的线性方程组与线性方程组（1）同解，从而把线性方程组（1）的第 i 个方程去掉以后得
到的线性方程组 与线性方程组（1）同解.
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• 若向量组 α1,α2, · · · ,αt 中每一个 αi(i = 1, 2, · · · , t) 都可由向量组 β1,β2, · · · ,βs 线性表出,
则称向量组 α1,α2, · · · ,αt 可由向量组 β1,β2, · · · ,βs线性表出.

• 若两个向量组能相互线性表出, 则称两个向量组等价.

例 证明 α1 = (1, 0),α2 = (0, 1) 与 β1 = (2, 1),β2 = (1, 3) 等价.

证明 β1, β2 可以由 2 维单位向量组 α1,α2 线性表出, 而 α1 = 3
5β1 − 1

5β2,α2 = − 1
5β1 +

2
5β2,

向量组之间的等价有以下性质:
(1) 自反性: 每一个向量组都与它自身等价.
(2) 对称性: 如果向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 β1,β2, · · · ,βt 等价, 那么向量组 β1,β2, · · · ,βt 也与
α1,α2, · · · ,αs 等价.
(3) 传递性: 如果向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 β1,β2, · · · ,βt 等价,β1,β2, · · · ,βt 与 γ1,γ2, · · · ,γp 等
价, 那么向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 γ1,γ2, · · · ,γp 等价.
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1. 等价关系 (Equivalence Relations)

定义
集合 S 上的二元关系 ∼ 若满足：

• 自反性 (Reflexivity) ∀x, x ∼ x

• 对称性 (Symmetry) x ∼ y ⇒ y ∼ x

• 传递性 (Transitivity) x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z

满足这三条性质的关系称为等价关系.

例如，

• 两个字符串长度相等

• 两个向量相差一个常数倍

• 两个整数除以 3 余数相同

这些看似不同的关系都满足三条性质，
因此都是等价关系.
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2. 等价类与划分 (Classes & Partition)

定义：等价类 [x ]
包含所有与 x “等价”的元素的集合：

[x] = {y ∈ S | y ∼ x}

划分 (Partition)

• 整个集合被切分成若干个互不相交的区域.

• 元素要么相等 ([x] = [y])，要么不相交
([x] ∩ [y] = ∅).

例子：模 3 同余 (Z (mod 3)).

集合 Z

[0] [1] [2]

[0] ∩ [1] = [0] ∩ [2] = [1] ∩ [2] = ∅

[0] ∪ [1] ∪ [2] = Z
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二、线性相关

线性相关的等价定义（s ≥ 2）
• 如果向量组 α1,α2, · · · ,αs 中有一个向量可以由其余的向量线性表出, 那么称向量组

α1,α2, · · · ,αs 为线性相关.

• 如果有不全为零的数 k1, k2, · · · , ks, 使
k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0,

则称向量组 α1,α2, · · · ,αs 称为线性相关.

例 1 α1 = (1, 0, 1),α2 = (2, 0, 2) 是否线性相关？

解 α1 = (1, 0, 1),α2 = (2, 0, 2) 线性相关, 因为 2α1−α2 = 0.
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一向量组 α1,α2, · · · ,αs (s ≥ 1) 不线性相关, 即没有不全为零的数 k1, k2, · · · , ks, 使
k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0.

就称为线性无关; 或者说,

定义
如果由

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0,

可以推出
k1 = k2 = · · · = ks = 0,

那么称向量组 α1,α2, · · · ,αs 称为线性无关.

例 2 α1 = (1, 0, 1),α2 = (0, 1, 0) 是否线性无关？

解 α1 = (1, 0, 1),α2 = (0, 1, 0) 线性无关:

若 k1α1 + k2α2 = 0, 则 (k1, k2, k3) = (0, 0, 0), 故 k1 = k2 = 0, 从而 α1,α2 线性无关.
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注:

1. 单个向量 α 线性相关当且仅当 α = 0.

证明 若 α 线性相关, 则存在非零数 k, 使得 kα = 0, 但 k ̸= 0, 从而 α = 0.

反之, 因为 1 · 0 = 0, 所以单个零向量线性相关.

从而单个非零向量 α 线性无关. 含零向量 0 的向量组必线性相关

2. α1,α2 线性相关当且仅当 α1,α2 成比例.

证明 因为 k1, k2 不全为零, 从而 k1α1 + k2α2 = 0 当且仅当 α1 = − k2

k1
α2 或 α2 = − k1

k2
α1.
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线性相关的几何意义
考虑向量组 (I): α1,α2, . . . ,αn

• 当 n = 1 时，向量组 (I) 线性相关当且仅当 α1 是零向量

• 当 n = 2 时，向量组 (I) 线性相关当且仅当 α1,α2 共线

• 当 n = 3 时，向量组 (I) 线性相关当且仅当 α1,α2,α3 共面
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例 3 n 维单位向量组 ε1, ε2, · · · , εn 线性无关.

证明 若 k1ε1 + k2ε2 + · · ·+ knεn = 0, 则
k1(1, 0, · · · , 0) + k2(0, 1, 0, · · · , 0) + · · ·+ kn(0, 0, · · · , 0, 1)
= (k1, k2, · · · , kn) = (0, 0, · · · , 0).

那么 k1 = k2 = · · · = kn = 0, 从而 ε1, ε2, · · · , εn 线性无关.
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若部分相关, 则整体相关

性质 1 若 α1,α2, · · · ,αs 的某一部分组 α1, α2, · · · , αr 线性相关, 则 α1, α2, · · · , αr , αr+1, · · · ,
αs 必定线性相关.

证明 因为 α1,α2, · · · ,αr 线性相关, 所以, 存在不全为零的数 k1, k2, · · · , kr , 使得
k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr = 0.

故
k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr + 0αr+1 + · · ·+ 0αs = 0,

且 k1, k2, · · · , kr , 0, · · · , 0 不全为零. 从而 α1, · · · ,αr ,αr+1, · · · ,αs 线性相关.

特别地, 含零向量的向量组必线性相关.

逆否命题：整体无关, 则部分无关. 即

性质 1’ 若 α1,α2, · · · , · · · ,αs 必定线性无关, 则它的任一部分组 αi1 , αi2 , · · · , αir (s ≥ r) 线性无
关.
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例 α1 = (2,−1, 3, 1),α2 = (4,−2, 5, 4),α3 = (2,−1, 4,−1) 是否线性相关？

解 事实上, α1,α2,α3 线性相关当且仅当向量方程

x1α1 + x2α2 + x3α3 = 0
有非零解. 写成分量形式, 可得齐次线性方程组

2x1 + 4x2 + 2x3 = 0,

−x1 − 2x2 − x3 = 0,

3x1 + 5x2 + 4x3 = 0,

x1 + 4x2 − x3 = 0.
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因为 
2 4 2

−1 −2 −1

3 5 4

1 4 −1

 −→


−1 −2 −1

2 4 2

3 5 4

1 4 −1

 −→


−1 −2 −1

0 0 0

0 −1 1

0 2 −2

 −→


1 0 3

0 1 −1

0 0 0

0 0 0

 .

所以原齐次线性方程组与 x1 + 3x3 = 0,

x2 − x3 = 0

同解. 而上面的线性方程组移项后, 就得一般解为x1 = −3x3,

x2 = x3.
其中 x3 为一个自由未知量.

取 x3 = 1, 可得一个解为 (x1, x2, x3) = (3,−1,−1), 即有 3α1−α2−α3 = 0.

从而 α1,α2,α3 线性相关.
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例 设 α1 =


1

−1

1

，α2 =


−1

0

1

，α3 =


1

3

−2

，α4 =


0

−5

5

．问
(1) α1,α2,α3 是否线性相关？
(2) α4 是否可以由 α1,α2,α3 线性表示？若能，求其表示．

解 (1) 令 A = (α1,α2,α3) =


1 −1 1

−1 0 3

1 1 −2

→


1 −1 1

0 −1 4

0 0 5

，
所以 α1,α2,α3 线性无关．
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(2) 设
α4 = x1α1 + x2α2 + x3α3.

该方程组的增广矩阵为

A =


1 −1 1 0

−1 0 3 −5

1 1 −2 5

→


1 0 0 2

0 1 0 1

0 0 1 −1


可见 x1 = 2, x2 = 1, x3 = −1．

因此 α4 = 2α1 +α2 −α3.
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一般地, 要判断向量组
α1 = (a11, a12, · · · , a1n),

α2 = (a21, a22, · · · , a2n),

· · ·
αs = (as1, as2, · · · , asn)

(2)

即要考察向量方程

x1α1+x2α2+· · ·+xsαs = 0 (3)
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即要考察向量方程
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写成分量形式, 即得齐次线性方程组
a11x1 + a21x2 + · · ·+ as1xs = 0,

a12x1 + a22x2 + · · ·+ as2xs = 0,

· · ·
a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ asnxs = 0.

(4)

性质 2 向量组 (2) 线性相关 ⇔
齐次线性方程组 (4) 有非零解.
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性质 2 向量组 (2) 线性相关 ⇔
齐次线性方程组 (4) 有非零解.

性质 3 若向量组 (2) 线性无关, 则在每个向量上再
添加一个分量所得到的 n + 1 维的延长向量组

β1 = (a11, a12, · · · , a1n, a1(n+1)),

β2 = (a21, a22, · · · , a2n, a2(n+1)),

· · ·
βs = (as1, as2, · · · , asn, as(n+1))

(5)

也线性无关.
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证明 与向量组 (5) 对应的齐次线性方程组为

a11x1 + a21x2 + · · ·+ as1xs = 0,

a12x1 + a22x2 + · · ·+ as2xs = 0,

· · · · · ·
a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ asnxs = 0,

a1(n+1)x1 + a2(n+1)x2 + · · ·+ as(n+1)xs = 0.

(6)
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时, (6) 也只有零解. 从而向量组 (5) 线性无关.
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进而, 添加多个分量时结论也成立, 故

线性无关向量组的“延长向量组”也是线性无关的.
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定理 2
设 α1,α2, · · · ,αr 与 β1,β2, · · · ,βs 是两个向量组, 如果

(1) 向量组 α1,α2, · · · ,αr 可以由 β1,β2, · · · ,βs 线性表出,

(2) r > s,

则向量组 α1,α2, · · · ,αr 线性相关.

证明 由条件 (1) 可令

αi =
s∑

j=1

tjiβj , i = 1, 2, · · · , r .

为证明 α1,α2, · · · ,αr 线性相关, 只要证明存在不全为零的数 x1, x2, · · · , xr , 使得
x1α1 + x2α2 + · · ·+ xrαr = 0.
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作线性组合

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xrαr =

r∑
i=1

xi

( s∑
j=1

tjiβj

)
=

r∑
i=1

s∑
j=1

tjixiβj =

s∑
j=1

( r∑
i=1

tjixi

)
βj .

由于条件 r > s, 那么齐次线性方程组
t11x1 + t12x2 + · · ·+ t1rxr = 0,

t21x1 + t22x2 + · · ·+ t2rxr = 0,

· · ·
ts1x1 + ts2x2 + · · ·+ tsrxr = 0

中未知量的个数 r 大于方程的个数 s.

由定理 1 得知它有非零解, 从而存在不全为零的数 x1, x2, · · · , xr , 使得 β1,β2, · · · ,βs 的系数全为
零, 当然也使得

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xrαr = 0.

故 α1,α2, · · · ,αr 线性相关.
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推论 1 如果

(1) 向量组 α1,α2, · · · ,αr 可以由向量组 β1,β2, · · · ,βs 线性表出, 且

(2) α1,α2, · · · ,αr 线性无关,

那么 r ≤ s.

推论 2 任意 n + 1 个 n 维向量 α1,α2, · · · ,αn,αn+1 必定线性相关.

证明 因为任一 n 维向量都可由 n 维单位向量组 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn 线性表出,

所以向量组 α1,α2, · · · ,αn,αn+1 可由 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn 线性表出, 且 n + 1 > n.

由定理 2, 它必定线性相关.

推论 3 两个线性无关的、等价的向量组必定含有相同个数的向量.

证明 因为线性无关组 α1,α2, · · · ,αr 可由 β1,β2, · · · ,βs 线性表出, 故由推论 1, r ≤ s.

因为线性无关组 β1,β2, · · · ,βs 可由 α1,α2, · · · ,αr 线性表出, 由推论 1, s ≤ r . 那么 r = s.
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习题 3. 证明：如果向量组 α1,α2, · · · ,αr 线性无关, 而 α1,α2, · · · ,αr ,β 线性相关, 则向量 β 可
以由 α1,α2, · · · ,αr 线性表出.

习题 4. 设 αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · ,n. 证明：如果 |aij | ̸= 0, 那么 α1,α2, · · · ,αr 线
性无关.

补充题 1 假设向量 β 可以经向量组 α1,α2, · · · ,αr 线性表出, 证明: 表示法是唯一的充分必要条
件是 α1,α2, · · · ,αr 线性无关.
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例 设 α1,α2, · · · ,αr 是一组线性无关的向量, βi =
∑r

j=1 aijαj , i = 1, 2, · · · , r ,
证明: 如果 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r
...

...
...

ar1 ar2 · · · arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0, (1)

那么 β1,β2, · · · ,βr 线性无关. （补充题 2）

证明 设
x1β1 + x2β2 + · · ·+ xrβr = 0, (2)

则
r∑

i=1

xiβi =
r∑

i=1

xi

( r∑
j=1

aijαj

)
=

r∑
j=1

( r∑
i=1

aijxi

)
αj = 0

由 α1,α2, · · · ,αr 线性无关知
∑r

i=1 aijxi = 0 (j = 1, 2, · · · , r)
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即 xi 满足 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = 0,
...

ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = 0.

(3)

于是, 向量方程 (2) 的解一定是齐次线性方程组 (3) 的解.

若 (1) 式成立, 则关于 xi 的齐次线性方程组 (3) 的系数行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · ar1

a12 a22 · · · ar2
...

...
...

a1r a2r · · · arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1r

a21 a22 · · · a2r
...

...
...

ar1 ar2 · · · arr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0

因此, 齐次线性方程组 (3) 只有零解. 所以, 向量方程 (2) 也只有零解.

因此, β1,β2, · · · ,βr 线性无关.

注： 齐次线性方程组 (3) 的解也是向量方程 (2) 的解.
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三、极大线性无关组

定义 如果向量组 α1,α2, · · · ,αs 的部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 满足

(1) 部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 线性无关, 并且

(2) 任意的 αj , 其中 j /∈ {i1, i2, · · · , ir}(若有的话), 向量组 αj ,αi1 · · · ,αir 线性相关,

那么称部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 为一个极大线性无关组(简称 ‘‘极大无关组”),

例 求 α1 = (2,−1, 3, 1),α2 = (4,−2, 5, 4),α3 = (2,−1, 4,−1) 的极大线性无关组.

答: 由 α1,α2 组成的部分组就是一个极大线性无关组.

注:

1. 一个向量组的极大线性无关组一般不是唯一的.
2. 一个线性无关的向量组的极大线性无关组是它自身.
3. 仅有零向量的向量组没有极大线性无关组.
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极大线性无关组的等价定义
如果一个向量组 α1,α2, · · · ,αs 的部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir

(1) 部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 线性无关,

(2) 任意的 αj , 其中 j /∈ {i1, i2, · · · , ir}(若有的话) 可由向量组 αi1 , · · · ,αir 线性表出,

那么称部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 为一个极大线性无关组,
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习题 10. 设 α1 = (1,−1, 2, 4),α2 = (0, 3, 1, 2),α3 = (3, 0, 7, 14),α4 = (1,−1, 2, 0),α5 = (2, 1, 5, 6).
1) 证明: α1,α2 线性无关;
2) 把 α1,α2 扩充成一极大线性无关组.

性质 每一个含非零向量的向量组都有极大线性无关组.

证明 取向量组中一个非零向量 α1.
• 若其余向量都可由它线性表出, 则 α1 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 原向量组中必定存在一个向量 α2 不能由 α1 线性表出, 那么 α1,α2 线性无关.

• 若其余向量都可由 α1,α2 线性表出, 则 α1,α2 就是一个极大线性无关组.
• 否则, 存在 α3 不能由 α1,α2 线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

续行此法, 有限步后必定可以得到原向量组的一个极大线性无关组.

习题 9. 证明: 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

80 / 146



习题 10. 设 α1 = (1,−1, 2, 4),α2 = (0, 3, 1, 2),α3 = (3, 0, 7, 14),α4 = (1,−1, 2, 0),α5 = (2, 1, 5, 6).
1) 证明: α1,α2 线性无关;
2) 把 α1,α2 扩充成一极大线性无关组.

性质 每一个含非零向量的向量组都有极大线性无关组.

证明 取向量组中一个非零向量 α1.
• 若其余向量都可由它线性表出, 则 α1 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 原向量组中必定存在一个向量 α2 不能由 α1 线性表出, 那么 α1,α2 线性无关.

• 若其余向量都可由 α1,α2 线性表出, 则 α1,α2 就是一个极大线性无关组.
• 否则, 存在 α3 不能由 α1,α2 线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

续行此法, 有限步后必定可以得到原向量组的一个极大线性无关组.

习题 9. 证明: 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

80 / 146



习题 10. 设 α1 = (1,−1, 2, 4),α2 = (0, 3, 1, 2),α3 = (3, 0, 7, 14),α4 = (1,−1, 2, 0),α5 = (2, 1, 5, 6).
1) 证明: α1,α2 线性无关;
2) 把 α1,α2 扩充成一极大线性无关组.

性质 每一个含非零向量的向量组都有极大线性无关组.

证明 取向量组中一个非零向量 α1.
• 若其余向量都可由它线性表出, 则 α1 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 原向量组中必定存在一个向量 α2 不能由 α1 线性表出, 那么 α1,α2 线性无关.

• 若其余向量都可由 α1,α2 线性表出, 则 α1,α2 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 存在 α3 不能由 α1,α2 线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

续行此法, 有限步后必定可以得到原向量组的一个极大线性无关组.

习题 9. 证明: 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

80 / 146



习题 10. 设 α1 = (1,−1, 2, 4),α2 = (0, 3, 1, 2),α3 = (3, 0, 7, 14),α4 = (1,−1, 2, 0),α5 = (2, 1, 5, 6).
1) 证明: α1,α2 线性无关;
2) 把 α1,α2 扩充成一极大线性无关组.

性质 每一个含非零向量的向量组都有极大线性无关组.

证明 取向量组中一个非零向量 α1.
• 若其余向量都可由它线性表出, 则 α1 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 原向量组中必定存在一个向量 α2 不能由 α1 线性表出, 那么 α1,α2 线性无关.

• 若其余向量都可由 α1,α2 线性表出, 则 α1,α2 就是一个极大线性无关组.
• 否则, 存在 α3 不能由 α1,α2 线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

续行此法, 有限步后必定可以得到原向量组的一个极大线性无关组.

习题 9. 证明: 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

80 / 146



习题 10. 设 α1 = (1,−1, 2, 4),α2 = (0, 3, 1, 2),α3 = (3, 0, 7, 14),α4 = (1,−1, 2, 0),α5 = (2, 1, 5, 6).
1) 证明: α1,α2 线性无关;
2) 把 α1,α2 扩充成一极大线性无关组.

性质 每一个含非零向量的向量组都有极大线性无关组.

证明 取向量组中一个非零向量 α1.
• 若其余向量都可由它线性表出, 则 α1 就是一个极大线性无关组.

• 否则, 原向量组中必定存在一个向量 α2 不能由 α1 线性表出, 那么 α1,α2 线性无关.

• 若其余向量都可由 α1,α2 线性表出, 则 α1,α2 就是一个极大线性无关组.
• 否则, 存在 α3 不能由 α1,α2 线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

续行此法, 有限步后必定可以得到原向量组的一个极大线性无关组.

习题 9. 证明: 一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个极大线性无关组.

80 / 146



性质
一个向量组与其任意一个极大线性无关组等价.

证明 设向量组 (I) 为 α1,α2, . . . ,αs, 而部分组 (II)αi1 ,αi2 , . . . ,αir 是它的一个极大线性无关组.

• (II) 可由 (I) 线性表出.

• 考虑任意 αj , 其中 j /∈ {i1, i2, · · · , ir}(若有的话) , 由极大线性无关组的等价定义知 αj 可由
α1,α2, . . .αr 线性表出. 因此 (I) 可由 (II) 线性表出.

所以 (I) 与 (II) 等价.

从而极大线性无关组是与原向量组等价的、线性无关的部分组.
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定理 3
一向量组的极大线性无关组都含有相同个数的向量.

证明 因为极大线性无关组均与原向量组等价, 所以一个向量组的任意两个极大线性无关组等价.

由定理 2 的推论 3, 它们所含向量个数相等.

定义
• 向量组的极大线性无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩.

• 规定由全为 0 的向量构成的向量组的秩为 0.

例 求向量组 α1 = (2,−1, 3, 1),α2 = (4,−2, 5, 4),α3 = (2,−1, 4,−1) 的秩.
答: 向量组 α1,α2,α3 的秩为 2.

注：

1. 一个向量组 α1,α2, . . . ,αs 线性无关 ⇔ 其秩等于其所含向量的个数 s.
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2. 等价的向量组有相等的秩.

证明 任意向量组均与其极大线性无关组等价.

由等价的性质得知, 等价的向量组的极大线性无关组也等价.

从而由定理 2 的推论 3 可得, 等价的向量组的极大线性无关组所含向量的个数相等, 所以它们的秩
也相等.

3. 若一个向量组的秩为 r , 则其任意含 r + 1 个向量的部分组线性相关. (定理 2)

证明 极大线性无关组由 r 个向量组成.

由于任意含 r + 1 个向量的部分组可以由极大线性无关组线性表出, 且 r + 1 > r ,.

因此, 含 r + 1 个向量的部分组线性相关.
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习题 7 已知 α1,α2, · · · ,αs 的秩为 r , 证明: α1,α2, · · · ,αs 中任意 r 个线性无关的向量都构成它
的一个极大线性无关组.

习题 8 设 α1,α2, · · · ,αs 的秩为 r ,αi1 ,αi2 , · · · ,αir 是 α1,α2, · · · ,αs 中的 r 个向量, 使得
α1,α2, · · · ,αs 中每个向量都可以经它们线性表出.
证明：αi1 ,αi2 , · · · ,αir 是 α1,α2, · · · ,αs 的一个极大线性无关组.

84 / 146



习题 12 如果向量组 (I) 可以经向量组 (II) 线性表出, 那么 (I) 的秩不超过 (II) 的秩.

习题 16 已知 α1,α2, · · · ,αr 与 α1, α2, · · · , αr , αr+1, · · · , αs 有相同的秩.
证明：α1, α2, · · · , αr 与 α1, α2, · · · , αr , αr+1, · · · , αs 等价.
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现在把上面的概念与方程组的解的关系进行联系. 给定一个方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = d1, (A1)

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = d2, (A2)

· · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = ds. (As)

各个方程所对应的向量分别是

α1 = (a11, a12, · · · , a1n, d1) , α2 = (a21, a22, · · · , a2n, d2) , · · · , αs = (as1, as2, · · · , asn, ds) .

设有另一方程
b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = d, (B)

它对应的向量为 β = (b1, b2, · · · , bn, d).

如果 β 是 α1, α2, · · · , αs 的线性组合, β = l1α1 + l2α2 + · · · +lsαs.

⇔ (B) = l1 (A1) + l2 (A2) + · · ·+ ls (As), 即方程 (B) 是方程 (A1) , (A2) , · · · , (A4) 的线性组合.

那么, 方程组 (A1) , (A2) , · · · , (As) 的解一定满足 (B).
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进一步设方程组 
b11x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn = c1, (B1)

b21x1 + b22x2 + · · ·+ b2nxn = c2, (B2)

· · · · · · · · · · · ·
br1x1 + br2x2 + · · ·+ brnxn = cr , (Br)

它的方程所对应的向量为 β1,β2, · · · ,βr .

若 β1,β2, · · · ,βr 可经 α1, α2, · · · , αs 线性表出, 则方程组 (A1) , (A2) , · · · , (As) 的解是方程组
(B1) , (B2) , · · · , (Br) 的解.

再进一步, 当 α1, α2, · · · , αs 与 β1,β2, · · · ,βr 等价时, 两个方程组同解.
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§4 矩阵的秩

定义
• 矩阵的行秩是矩阵的行向量组的秩,

• 矩阵的列秩是矩阵的列向量组的秩.

引例 矩阵

A =


1 1 3 1

0 2 −1 4

0 0 0 5

0 0 0 0


的行秩和列秩分别是多少？
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解 矩阵 A 的行向量组为 

α1 = (1, 1, 3, 1),

α2 = (0, 2,−1, 4),

α3 = (0, 0, 0, 5),

α4 = (0, 0, 0, 0).

可证 α1,α2,α3 为其一个极大线性无关组：因为 α3 ̸= 0, 且 α2,α3 不成比例, 而 α1 不能由 α2,α3

线性表出, 从而 α1,α2,α3 线性无关.

又因为 α4 是零向量, 所以把 α4 添加进去就是线性相关的了.

从而向量组 α1,α2,α3,α4 的秩为 3 , 即矩阵 A 的行秩为 3 .
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矩阵 A 的列向量组是 

β1 = (1, 0, 0, 0),

β2 = (1, 2, 0, 0),

β3 = (3,−1, 0, 0),

β4 = (1, 4, 5, 0).

同理可证 β1,β2,β4 线性无关, 而 β3 = 7
2β1 − 1

2β2, 所以将 β3 添加进去就线性相关了.

因此 β1,β2,β4 是列向量组 β1,β2,β3,β4 的一个极大线性无关组, 故矩阵 A 的列秩也是 3 .

从而 A 的行秩等于 A 的列秩.
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定义 在 s × n 矩阵 A 中任意选定 k 行和 k 列, 位于这些选定的行和列的交点上的 k 个元素按原来
的次序所组成的 k 级行列式, 称为 A 的k 阶子式.

定义 矩阵 A 中最高阶非零子式的阶数称为矩阵 A 的秩, 记为 r(A).
当 A 为零矩阵时称 A 的秩为零.

注: (1) r(A) ≥ r ⇔ A 有一个 r 级子式不等于零.

(2) r(A) ≤ r ⇔ A 中所有 r + 1 级子式全等于零.

(3) r(A) = r ⇔ A 有一个 r 级子式不等于零, 且所有 r + 1 级子式全等于零.

引例 矩阵

A =


1 1 3 1

0 2 −1 4

0 0 0 5

0 0 0 0


的秩是多少？

91 / 146



在上一节中我们定义了向量组的秩.

如果我们把矩阵的每一行看成一个向量, 那么矩阵就可以认为是由这些行向量组成的.

同样, 如果把每一列看成一个向量, 那么矩阵就可以认为是由这些列向量组成的.

• 矩阵的行秩是指矩阵的行向量组的秩,

• 矩阵的列秩是指矩阵的列向量组的秩,
• 矩阵的秩是指矩阵中最高阶非零子式的阶数.

定理 4
A 的秩 = A 的列秩 = A 的行秩.
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引理 1 矩阵的初等行变换不改变它的行秩.

证明 设矩阵 As×n 的行向量组为 α1,α2, . . . ,αs.

• 互换矩阵 A 的 i, j 两行相当于把 α1,α2, . . . ,αs 中 αi 与 αj 两个向量调换一下位置, 所得新
向量组与原向量组等价.

• 把矩阵 A 的第 i 行乘以 c ̸= 0, 所得新矩阵的行向量组为
α1,α2, . . . , c αi , . . . ,αs.

因为 αi =
1
c (c αi), 所以新向量组与原向量组可以互相线性表出, 进而等价.

• 把矩阵 A 的第 j 行加上第 i 行的 k 倍后, 所得新矩阵的行向量组为
α1,α2, . . . ,αj + kαi , . . . ,αs.

因为
αj = (αj + kαi) + (−k)αi ,

(αj + kαi) = αj + kαi ,

所以新向量组与原向量组可以互相线性表出, 进而等价.

因此, 矩阵 A 的行秩在初等行变换下保持不变. 命题得证.
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引理 2 矩阵的初等行变换不改变矩阵的列向量组的线性相关性, 从而不改变矩阵的列秩.

证明 设矩阵 A 的列向量组为 β1,β2, . . . ,βn.

若存在一组数 k1, k2, . . . , kn, 使得下式成立：
k1β1 + k2β2 + · · ·+ knβn = 0,

相当于 (k1, k2, . . . , kn) 为齐次线性方程组
a11k1+a12k2+ · · ·+a1nkn=0,

a21k1+a22k2+ · · ·+a2nkn=0,

· · · · · · · · ·
as1k1+as2k2+ · · ·+asnkn=0.

的一个解.

对矩阵 A 做初等行变换对应着线性方程组的初等变换, 变换后的方程组与原方程组同解.
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设矩阵 A 经过初等行变换变成矩阵 B. 假定矩阵 B 的列向量组为 γ1,γ2, . . . ,γn.

对于一组数 k1, k2, . . . , kn, 使得下式成立：
k1β1 + k2β2 + . . .+ knβn = 0,

当且仅当这组数对于
k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ knγn = 0

也成立. 因此, 矩阵 A 的列向量组的线性关系不随初等行变换改变, 即

A 的列向量组线性相关当且仅当 B 的列向量组线性相关.

同理, 设 αi1 ,αi2 , · · · ,αik 是 α1,α2, · · · ,αn 的一个部分组, βi1 ,βi2 , · · · ,βik
是向量组

β1,β2, · · · ,βn 中相应的部分组, 则

αi1 ,αi2 , · · · ,αik 线性相关当且仅当 βi1 ,βi2 , · · · ,βik
线性相关,

即对应部分组的线性关系也相同.

令矩阵 A 的列秩为 r . 设 βi1 ,βi2 , . . . ,βir
为列向量组的一个极大线性无关组, 则 γi1 ,γi2 , . . . ,γir

线
性无关, 且 γi1 ,γi2 , . . . ,γir

,γk (其中 k /∈ {i1, i2, · · · , ir}) 线性相关. 于是, γi1 ,γi2 , . . . ,γir
是它的一

个极大线性无关组. 从而 A 的列秩等于 B 的列秩. 因此, 矩阵的列秩在初等行变换下保持不变. 95 / 146



引理 3 (行简化) 阶梯形矩阵J 的行秩等于列秩, 且它们都等于阶梯形矩阵 J 中非零行的行数, 并且
主元 (非零行第一个非零元) 所在列构成列向量组的一个极大线性无关组.

证明 我们只对行简化阶梯形矩阵证明. 设 s × n 行简化阶梯形矩阵 J 有 r(r ≤ s) 个非零行, 且非
零行第一个非零元分别位于第 i1, i2, . . . , ir 列, 于是 J 形如

0 · · · 0 1 · · · 0 · · · 0 c1ir+1 · · · c1n

0 · · · 0 0 · · · 1 · · · 0 c2ir+1 · · · c2n
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 1 crir+1 · · · crn

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0


(1)

令矩阵 J 的行向量组为 α1,α2, . . . ,αr , 0, . . . , 0. 由于 r 维单位向量组线性无关, 因此前 r 个行向量
α1,α2, . . . ,αr 也线性无关. (为什么?)

(线性无关向量组的“延长向量组”也线性无关)
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由于 αr+1 = · · · = αs = 0, 因此 α1,α2, . . . ,αr 是矩阵 J 的行向量组的一个极大线性无关组.

所以矩阵 J 的行秩等于 r .

令矩阵 J 的列向量组为 β1,β2, . . . ,βn. 我们先考虑 J 前 r 行
0 · · · 0 1 · · · 0 · · · 0 c1ir+1 · · · c1n

0 · · · 0 0 · · · 1 · · · 0 c2ir+1 · · · c2n
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 1 crir+1 · · · crn


的列向量组.

r 维单位向量组是它的一个极大线性无关组. (为什么？)

(由于 r 维单位向量组线性无关, 且任意 r + 1 个 r 维向量线性相关, 因此 J 前 r 行构成的列向量组
中其余的列向量可由 r 维单位向量组线性表出.)

又因为 J 的列向量组后 n − r 个分量全为 0, 因而 βi1 ,βi2 , . . . ,βir
是 J 的列向量组的一个极大线性

无关组. 所以矩阵 J 的列秩等于 r .
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回顾证明思路：

• 矩阵 A 的行秩在初等行变换下保持不变.

• 矩阵 A 的列秩在初等行变换下保持不变.

• 阶梯形矩阵 J 的行秩等于列秩, 且它们都等于阶梯形矩阵 J 中非零行的行数.

对矩阵 A 做初等行变换, 变为阶梯形矩阵 J .

由于阶梯形矩阵的行秩和列秩相等, 再根据初等行变换不改变矩阵的行秩和列秩, 可知

任一非零矩阵的行秩等于列秩.
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在上面的证明过程中看到, 阶梯形矩阵 J 有一个 r 阶子式不等于 0, 而所有 r + 1 阶子式都包含零
行, 从而其值为 0. 对于一般的矩阵也有类似的结论:

引理 4 任一非零矩阵的行秩等于它的秩 (不为 0 的子式的最高阶数).

证明 设 s × n 矩阵 A 的行秩为 r , 则 A 有 r 个行向量线性无关. 设它们组成矩阵 A1. 由于
r (A1) = r , 因此 A1 有 r 个列向量线性无关(不妨选引理 2 中的第 i1, i2, . . . , ir 列). 于是 A1 的这 r
列构成的行列式不为 0, 而这是 A 的一个 r 阶子式.

任取 A 的第 k1, k2, . . . , kr+1 行和第 l1, l2, . . . , lr+1 列, 得到一个 r + 1 阶子式.

由于 A 的行秩 (等于列秩) 为 r , 因此 A 的第 l1, l2, . . . , lr+1 列线性相关.

由于 A 的 r + 1 阶子式的列向量组是 A 的第 l1, l2, · · · , lr+1 列的缩短组, 因此它们也线性相关.

所以, A 的 r + 1 阶子式等于 0. (习题 4)

综上所述, A 的不等于 0 的子式的最高阶数为 r .
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由于 A 的行秩 (等于列秩) 为 r , 因此 A 的第 l1, l2, . . . , lr+1 列线性相关.

由于 A 的 r + 1 阶子式的列向量组是 A 的第 l1, l2, · · · , lr+1 列的缩短组, 因此它们也线性相关.

所以, A 的 r + 1 阶子式等于 0. (习题 4)

综上所述, A 的不等于 0 的子式的最高阶数为 r .
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定理 4
A 的秩 = A 的列秩 = A 的行秩.

由此看出, 矩阵的秩是一个非常深刻的概念, 它可以从行向量组的秩、列向量组的的秩、不为 0 子式
的最高阶数三个角度来刻画.

推论 1
矩阵的初等列变换和初等行变换皆不改变该矩阵的秩、列秩和行秩.
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对矩阵 A 用初等变换化成阶梯形矩阵

B =



0 · · · 0 b1ii · · · b1i2 · · · b1ir · · · b1n

0 · · · 0 0 · · · b2i2 · · · b2ii · · · b2n
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · brir · · · bmn

0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0


, (3)

其中 b1i1 , b2ir , · · · , brir ̸= 0 , 每个 bℓiℓ(ℓ = 1, 2, · · · , r) 的左面及下面皆为零. 故 r(A) = r(B) = r .

推论 2
矩阵 A 的秩等于 A 在初等行变换下的阶梯形矩阵中非零行的数目.

推论 3
设矩阵 A 在初等行变换下的阶梯形是 (3) 中的矩阵 B, 则 A 的第 i1, i2, · · · , ir , 列组成它的列向量
组的一个极大线性无关组.
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以 α1,α2, · · · ,αn 作为列向量构造矩阵

A = (α1,α2, · · · ,αn)
初等行变换−−−−−−−−−→ (行简化的阶梯形) = (β1,β2, · · · ,βn),

则 β1,β2, · · · ,βn 的一个极大无关组在 α1, α2, · · · , αn 中对应的部分组即为 α1, α2, · · · , αn 的一
个极大无关组. 从而

秩(β1,β2, · · · ,βn) =秩(α1,α2, · · · ,αn).

• 向量组的秩和极大线性无关组的求法：
以 α1,α2, . . . ,αn 作为列向量构造矩阵

A = (α1,α2, . . . ,αn)
初等行变换−−−−−−→阶梯形矩阵,

向量组的秩等于阶梯形矩阵中非零行的个数, 且每个主元 (非零行第一个非零元素) 所在列对应
的列向量构成向量组的一个极大线性无关组.

• 矩阵的秩的求法：
对矩阵 A 做一系列初等行变换化为阶梯形矩阵 B, 从而

秩(A) =秩(B) =矩阵B中非零行的行数.
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例 求向量组 α1 = (1, 0, 1, 0),α2 = (2,−1, 0, 1),α3 = (1, 2, 1, 3),α4 = (4, 1, 2, 4) 的一个极大线性无
关组与秩, 并把其余向量用极大线性无关组线性表出.

解

A =


1 2 1 4

0 −1 2 1

1 0 1 2

0 1 3 4

 −→


1 2 1 4

0 −1 2 1

0 −2 0 −2

0 1 3 4

 −→


1 2 1 4

0 −1 2 1

0 0 −4 −4

0 0 5 5



−→


1 2 1 4

0 −1 2 1

0 0 1 1

0 0 5 5

 −→


1 2 1 4

0 −1 2 1

0 0 1 1

0 0 0 0

 −→


1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

β1,β2,β3 线性无关, β4 = β1 + β2 + β3. 故 β1,β2,β3 是 β1,β2,β3,β4 的一个极大线性无关组.

所以, 原向量组的秩为 3, α1,α2,α3 也是 α1,α2,α3,α4 的一个极大线性无关组, 且
α4 = α1 +α2 +α3.
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推论 4
设

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


则

• A 的列向量组 (行向量组) 线性相关 ⇔ |A| = 0;
• A 的列向量组 (行向量组) 线性无关 ⇔ |A| ̸= 0.
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定理 5
• 齐次线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,

· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0,

有非零解 ⇔ 它的系数矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


的行列式 |A| = 0;

• 方程组只有零解 ⇔ |A| ̸= 0.
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§5 线性方程组有解判定定理

现在给出线性方程组有解的判定条件. 设给定线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

(1)

引入向量

α1 =


a11

a21

...
as1

 ,α2 =


a12

a22

...
as2

 , · · · ,αn =


a1n

a2n
...

asn

 ,β =


b1
b2
...

bs

 . (2)

线性方程组 (1) 可以改写成向量方程
x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = β. (3)

线性方程组 (1) 有解 ⇔ 向量方程 (3) 有解 ⇔ β 可由 α1,α2, · · · , αn 线性表出.
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定理 6 (Cramer 法则及其逆定理)
线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

有唯一解 ⇔ 它的系数矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


的行列式 |A| ̸= 0.

线性方程组 (1) 有唯一解 ⇔ β 可由 α1,α2, · · · , αn 线性表出，且表示法唯一.
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定理 7(线性方程组有解判定定理)
线性方程组 (1) ⇔ 它的系数矩阵 A 与增广矩阵 A 有相同的秩, 其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn

 , A =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
as1 as2 · · · asn bs

 .

线性方程组 (1) 有解 ⇔ β 可由 α1,α2, · · · , αn 线性表出.

A 的秩等于 A 的秩 ⇔ A 的列向量组 α1,α2, · · · ,αn 与 A 的列向量组 α1,α2, · · · ,αn,β 有相同的
秩.
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在消元法中也给出了一个有解判定定理, 现在又有一个判定定理, 两者是否一致呢？

答案是一致的. 因为消元法的第一步, 是用初等行变换把增广矩阵化成阶梯形矩阵, 适当调整前 n 列
的顺序可变为

B =



c11 c12 · · · c1r · · · c1n d1

0 c22 · · · c2r · · · c2n d2

...
...

...
...

...
0 0 · · · crr · · · crn dr

0 0 · · · 0 · · · 0 dr+1

0 0 · · · 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 · · · 0 0


或 B =



c11 c12 · · · c1r · · · c1n d1

0 c22 · · · c2r · · · c2n d2

...
...

...
...

...
0 0 · · · crr · · · crn dr

0 0 · · · 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 · · · 0 0


,

其中 cii ̸= 0, i = 1, 2, · · · , r , dr+1 ̸= 0. 在前一种情况下无解, 在后一种情况下有解.

在 B 中前 n 列构成的矩阵 B 就是系数矩阵 A 经过一系列行的初等变换得到的, 而 B 是 A 经过同
样的一系列行的初等变换得到的. 从而 A 的秩等于 B 的秩, A 的秩等于 B 的秩. 故

秩(A) =秩(A) ⇔秩(B) =秩(B) ⇔ 线性方程组(1)有解.
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其中 cii ̸= 0, i = 1, 2, · · · , r , dr+1 ̸= 0. 在前一种情况下无解, 在后一种情况下有解.

在 B 中前 n 列构成的矩阵 B 就是系数矩阵 A 经过一系列行的初等变换得到的, 而 B 是 A 经过同
样的一系列行的初等变换得到的. 从而 A 的秩等于 B 的秩, A 的秩等于 B 的秩. 故
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推论 线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs.

• 无解 ⇔ 它的系数矩阵 A 小于增广矩阵 A 的秩;
• 有唯一解 ⇔ 它的系数矩阵 A 与增广矩阵 A 的秩都等于未知量的个数 n;
• 有无穷多解 ⇔ 它的系数矩阵 A 与增广矩阵 A 的秩相等，且小于未知量的个数 n.

从而，齐次线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0

有非零解 ⇔ 它的系数矩阵 A 的秩小于未知量的个数 n.
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例 1 问线性方程组 
x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + x2 − x3 = −1,

x1 + x2 = 1

是否有解?

解 A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 1 0 1

 −→


1 1 1 1

0 0 −2 −2

0 0 −1 0

 −→


1 1 1 1

0 0 −1 0

0 0 0 −2

,

秩(A) = 3, 秩(A) = 2, 从而线性方程组无解.
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例 2 问 λ 取何值时, 线性方程组 
λx1 − x2 − x3 = 1

−x1 + λx2 − x3 = −λ

−x1 − x2 + λx3 = λ2

有唯一解、没有解, 有无穷多解? 有解时并求解.

解 该线性方程组含有三个未知量、三个方程, 首先用 Cramer 法则确定出有唯一解的情况.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1 −1

−1 λ −1

−1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)2(λ− 2).

(1) λ ̸= 2 且 λ ̸= −1 时, 由克莱姆法则, 线性方程组有唯一解:

x1 =
λ− 1

λ− 2
, x2 =

1

λ− 2
, x3 =

(λ− 1)2

λ− 2
.
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(2) λ = 2 时, 线性方程组的增广矩阵为

Ā =


2 −1 −1 1

−1 2 −1 −2

−1 −1 2 4

→


−1 −1 2 4

−1 2 −1 −2

2 −1 −1 1



→


−1 −1 2 4

0 3 −3 −6

0 −3 3 9

→


−1 −1 2 4

0 3 −3 −6

0 0 0 3

 .

此时秩 (A) = 2, 秩 (Ā) = 3, 故线性方程组无解.

(3) λ = −1 时,

Ā =


−1 −1 −1 1

−1 −1 −1 1

−1 −1 −1 1

→


−1 −1 −1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

→


1 1 1 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

此时秩 (A) = 秩 (Ā) = 1 < 3, 线性方程组有无穷多解. 原方程组与 x1x2x3 = −1 同解, 其一般解为
x1 = −1− x2 − x3, 其中 x2, x3 为一组自由未知量.
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例 3 问 λ 取何值时, 下面的线性方程组有解?
λx1 + x2 + 2x3 − 3x4 = 2,

λ2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = −1,

λ3x1 − x2 + 2x3 − x4 = −1.

解 增广矩阵的第 1 列依次与第 2,3,4 列交换（只能在前四列之间交换，以保证常数项在最后一列

A =


λ 1 2 −3 2

λ2 −3 2 1 −1

λ3 −1 2 −1 −1

−→


1 2 −3 λ 2

−3 2 1 λ2 −1

−1 2 −1 λ3 −1



−→


1 2 −3 λ 2

0 8 −8 λ2 + 3λ 5

0 4 −4 λ3 + λ 1

 −→


1 2 −3 λ 2

0 4 −4 λ2 + λ 1

0 0 0 −2λ3 + λ2 + λ 3

.

秩(A) = 3. 当 −2λ3 + λ2 + λ ̸= 0 时, 即 λ ̸= 0, 1,− 1
2 时, 秩(A) = 3, 此时线性方程组有解.

其它情况下线性方程组无解.
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例 4 设 α1 = (1, 2, 0)T, α2 = (1, a + 2,−3a)T, α3 = (−1,−b − 2, a + 2b)T, β = (1, 3,−3)T.
试讨论当 a, b 为何值时:

1 β 不能由 α1,α2,α3 线性表出;

2 β 可由 α1,α2,α3 唯一地线性表出, 并求出表示式;

3 β 可由 α1,α2,α3 线性表出, 但表示式不唯一, 并求出表示式.

解 记 A = (α1,α2,α3) (系数矩阵), A = (α1,α2,α3,β) (增广矩阵). 对 A 进行初等行变换:

A =


1 1 −1 1

2 a + 2 −b − 2 3

0 −3a a + 2b −3


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第一步: 第二行减去第一行的 2 倍, 得

A →


1 1 −1 1

0 a −b 1

0 −3a a + 2b −3


第二步: 第三行加上第二行的 3 倍, 得

A →


1 1 −1 1

0 a −b 1

0 0 a − b 0



116 / 146



情况 (1): 不能线性表出

(1) β 不能由 α1,α2,α3 线性表出的情况

当 a = 0 时, 增广矩阵变为

A →


1 1 −1 1

0 0 −b 1

0 0 0 1


此时, r(A) = 2 > r(A) = 1, 线性方程组 AX = β 无解, 故 β 不能由 α1,α2,α3 线性表出.
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情况 (2): 唯一线性表出

(2) β 可由 α1,α2,α3 唯一地线性表出的情况

当 a ̸= 0 且 a ̸= b 时, 增广矩阵进一步化为行最简形:

A →


1 0 0 1− 1

a
0 1 0

1

a
0 0 1 0


此时, r(A) = r(A) = 3, 线性方程组有唯一解

x1 = 1− 1

a
, x2 =

1

a
, x3 = 0

因此, β 可由 α1,α2,α3 唯一地线性表出, 表示式为

β =

(
1− 1

a

)
α1 +

1

a
α2
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情况 (3): 不唯一线性表出

(3) β 可由 α1,α2,α3 线性表出但表示式不唯一的情况.

当 a ̸= 0 且 a = b 时, 增广矩阵化为

A →


1 0 0 1− 1

a
0 1 −1

1

a
0 0 0 0


此时, r(A) = r(A) = 2 < 3, 线性方程组有无穷多解. 令自由变量 x3 = c (c ∈ F), 则

x1 = 1− 1

a
,

x2 =
1

a
+ c,

x3 = c.
因此, β 可由 α1,α2,α3 线性表出, 但表示式不唯一, 表示式为

β =

(
1− 1

a

)
α1 +

(
1

a
+ c
)
α2 + cα3 (c ∈ F)
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例 证明：方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

对任何 b1, b2, · · · , bn 都有解的充分必要条件是系数行列式 |aij |nn ̸= 0.
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§6 线性方程组解的结构

前面解决了线性方程组有解的判定条件, 现在讨论线性方程组解的结构.

解唯一的情况无需讨论, 有多个解时, 需要讨论解与解之间的关系问题.

本节所讨论的都是有解的线性方程组.
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一、齐次线性方程组的解结构

先看齐次线性方程组的情况.

(一) 齐次线性方程组的性质

设 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0

(1)

是一个齐次线性方程组.
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它的解集合具有下面的重要性质.

1. 齐次线性方程组的两个解的和还是该齐次线性方程组的解.

证明 设 (k1, k2, · · · , kn) 与 (l1, l2, · · · , ln) 是齐次线性方程组 (1) 的两个解, 即将它们代入齐次线性
方程组 (1) 中, 每个方程都成为恒等式:

n∑
j=1

aijkj = 0, i = 1, 2, · · · , s,

n∑
j=1

aij lj = 0, i = 1, 2, · · · , s.

把两个解的和
(k1 + l1, k2 + l2, · · · , kn + ln) (2)

代入齐次线性方程组 (1), 得
n∑

j=1

aij(kj + lj) =
n∑

j=1

aijkj +

n∑
j=1

aij lj = 0, i = 1, 2, · · · , s.

故 (2) 也是齐次线性方程组 (1) 的一个解.

进而, 齐次线性方程组任意多个解的和也是该齐次线性方程组的一个解.
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2. 齐次线性方程组一个解的倍数仍为该齐次线性方程组的一个解.

证明 设 (k1, k2, · · · , kn) 是齐次线性方程组 (1) 的一个解, 即
n∑

j=1

aijkj = 0, i = 1, 2, · · · , s,

于是
n∑

j=1

aij(ckj) = c
n∑

j=1

aijkj = c · 0 = 0, i = 1, 2, · · · , s,

故 (ck1, ck2, · · · , ckn) 也是齐次线性方程组 (1) 的一个解.

由此可得下面的结论.

3. 齐次线性方程组 (1) 的任意多个解的任意线性组合仍为 (1) 的解.

从而, 若已知齐次线性方程组的 l 个非零解, 则这 l 个解的所有的线性组合就构成了许多解.

那么反过来呢? 齐次线性方程组的全部解能否通过有限的几个非零解的线性组合表示出来呢? 回答
是肯定的.
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(二) 齐次线性方程组的解结构

先引入下面的概念.

定义 齐次线性方程组 (1) 的一组解向量 η1, η2, · · · , ηt 称为 (1) 的一个基础解系, 如果它满足
(1) 齐次线性方程组 (1) 的任意一个解都能表示成 η1, η2, · · · , ηt 的线性组合,
(2) η1, η2, · · · , ηt 线性无关.

注:

1. 若齐次线性方程组 (1) 有基础解系, 则它必有非零解.

2. 齐次线性方程组 (1) 的任意两个基础解系是等价的, 从而含有相同个数的向量.
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3. 任何一个线性无关的与某一个基础解系等价的向量组都是基础解系. (习题 24)

设 η1, η2, · · · , ηt 是齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系, 且线性无关向量组 α1, α2, · · · , αp 与
η1, η2, · · · , ηt 等价. 由定理 2 的推论 3 可得 p = t. 又由齐次线性方程组的解的性质 3 得知，
α1,α2, · · · ,αp 也是 (1) 的一个解向量组. 进而可得（1）的任一解都可由 α1,α2, · · · ,αp 线性表出，
从而 α1,α2, · · · ,αp 也是 (1) 的一个基础解系.

4. 设齐次线性方程组 (1) 的系数矩阵的秩为 r . 证明方程组任意 n − r 个线性无关的解都是它的一
个基础解系. (习题 25)
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那么齐次线性方程组 (1) 在什么时候才有基础解系呢？

定理 8 齐次线性方程组 (1) 只要有非零解，它就有基础解系, 并且其基础解系所含解向量的个数等
于 n − r , 其中 r 表示系数矩阵的秩（而 n − r 也是齐次线性方程组 (1) 的一般解中自由未知量的个
数）.

证明 设齐次线性方程组 (1) 的系数矩阵的秩为 r , 且不妨设左上角的 r 级子式不等于 0. 则齐次线
性方程组 (1) 可以改写成

x1 = −a1(r+1)xr+1 − · · · − a1nxn,

x2 = −a2(r+1)xr+1 − · · · − a2nxn,

· · · · · ·
xr = −ar(r+1)xr+1 − · · · − arnxn.

(3)

若 r = n, 则齐次线性方程组无自由未知量, (3) 的右端全为 0.

此时齐次线性方程组只有零解, 从而无基础解系.
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若 r < n, 把自由未知量的任意一组值 (cr+1, · · · , cn) 代入 (3), 就唯一地决定了线性方程组 (3) 的一
个解, 也就求出了 (1) 的一个解.

即 (1) 的任意两个解, 只要自由未知量的值一样, 这两个解就完全一样.

特别地, 若在一个解中, 自由未知量的值全为 0, 那么此解必为零解.

在 (3) 中分别用 n − r 组数
(1, 0, · · · , 0), (0, 1, · · · , 0), · · · , (0, 0, · · · , 1) (4)

来代替自由未知量 (xr+1, xr+2, · · · , xn), 就得出线性方程组 (3) 的 n − r 个解, 也就得出齐次线性方
程组 (1) 的 n − r 个解

η1 = (c11, · · · , c1r , 1, 0, · · · , 0),
η2 = (c21, · · · , c2r , 0, 1, · · · , 0),

...
ηn−r = (c(n−r)1, · · · , c(n−r)r , 0, 0, · · · , 1).

(5)
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下证 (5) 就是一个基础解系.

首先证明 η1, η2, · · · , ηn−r 线性无关. 若存在一组数 k1, k2, · · · , kn−r , 使得
k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r = 0,

即
k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r = (∗, · · · , ∗, k1, k2, · · · , kn−r) = (0, · · · , 0, 0, 0, · · · , 0),

则 k1 = k2 = · · · = kn−r = 0, 故 η1, η2, · · · , ηn−r 线性无关.
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再证齐次线性方程组 (1) 的任意一个解都可以由 η1, η2, · · · , ηn−r 线性表出. 设
η = (c1, · · · , cr , cr+1, · · · , cn) (6)

是齐次线性方程组 (1) 的一个解, 因为 η1, η2, · · · , ηn−r 都是 (1) 的解, 故
cr+1η1 + cr+2η2 + · · ·+ cnηn−r (7)

也是 (1) 的一个解.

比较 (6) 与 (7) 的后 n − r 个分量得知, 两者的自由未知量有相同的值, 从而这两个解完全一样, 即
η = cr+1η1 + cr+2η2 + · · ·+ cnηn−r . (8)

从而 (1) 的任意一个解都可以写成解向量组 η1, η2, · · · , ηn−r 的一个线性组合.

由定义, η1, η2, · · · , ηn−r 就是齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系. ■
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例 求齐次线性方程组 
x1 + x2 + x3 − x4 = 0,

x1 − x2 + x3 + x4 = 0,

x1 + x3 = 0

的一个基础解系.

解 先将其系数矩阵化成行简化的阶梯形矩阵

A =


1 1 1 −1

1 −1 1 1

1 0 1 0

 −→


1 0 1 0

0 1 0 −1

0 0 0 0


那么原齐次线性方程组与 {

x1 + x3 = 0,

x2 − x4 = 0,

同解.
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移项, 即得出其一般解为 {
x1 = −x3,
x2 = x4,

其中 x3, x4 为一组自由未知量.

那么当 (x3, x4) 分别取 (1, 0), (0, 1) 时, 得解

η1 =


−1

0

1

0

 , η2 =


0

1

0

1

 ,

这就是齐次线性方程组的一个基础解系, 且其通解为 k1η1 + k2η2 , 其中 k1, k2 为任意数.
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二、一般线性方程组的解结构

将一般线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,

...
as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = bs

(9)

的常数项换成 0, 就得到齐次线性方程组 (1), 它称为线性方程组 (9) 的导出组.

两者之间有密切的联系.
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1. 线性方程组 (9) 的两个解的差是它的导出组 (1) 的一个解.

证明 设 (k1, k2, · · · , kn), (l1, l2, · · · , ln) 是 (9) 的两个解, 即有
n∑

j=1

aijkj = bi ,
n∑

j=1

aij lj = bi , i = 1, 2, · · · , s,

这两个解的差为 (k1 − l1, k2 − l2, · · · , kn − ln).

显然有
n∑

j=1

aij(kj − lj) =
n∑

j=1

aijkj −
n∑

j=1

aij lj = bi − bi = 0, i = 1, 2, · · · , s.

即 (k1 − l1, k2 − l2, · · · , kn − ln) 是导出组 (1) 的一个解.
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2. 线性方程组 (9) 的一个解与它的导出组 (1) 的一个解的和还是线性方程组 (9) 的一个解.

证明 设 (k1, k2, · · · , kn) 是 (9) 的一个解, 即
n∑

j=1

aijkj = bi , i = 1, 2, · · · , s.

又设 (l1, l2, · · · , ln) 是导出组 (1) 的一个解, 即
n∑

j=1

aij lj = 0, i = 1, 2, · · · , s.

那么
n∑

j=1

aij(kj + lj) =
n∑

j=1

aijkj +

n∑
j=1

aij lj = bi + 0 = bi , i = 1, 2, · · · , s,

即 (k1 + l1, k2 + l2, · · · , kn + ln) 是 (9) 的一个解.
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定理 9
• 如果 γ0 是线性方程组 (9) 的一个特解, 那么 (9) 的任意一个解 γ 都可以表示成

γ = γ0 + η, (10)

其中 η 是导出组 (1) 的一个解.

• 因此, 对于线性方程组 (9) 的任意一个特解 γ0, 当 η 取遍它的导出组的全部解时, (10) 就给出
了线性方程组 (9) 的全部解 (也叫通解).

证明 设 γ 是 (9) 的任意一个解, 则 γ = γ0 + (γ − γ0). 由于 γ − γ0 是导出组的一个解, 令
γ − γ0 = η, 则线性方程组 (9) 的任意一个解均有 (10) 的形式.

当 η 取遍 (1) 的所有解时, (10) 就取遍了 (9) 的全部解. ■

注：由此可知, 为了找出线性方程组 (9) 的全部解, 只要找出它的一个特解及其导出组的全部解就行
了. 而其导出组是齐次线性方程组 (1), 它的解可以由其基础解系线性表出出来.

故若 γ0 为 (9) 的一个特解, η1, η2, · · · , ηn−r 是其导出组的一个基础解系, 那么 (9) 的任意一个解 γ

都可以表示成
γ = γ0 + k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−rηn−r .
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推论 在线性方程组 (9) 有解的情况下, 解唯一 ⇔ 它的导出组只有零解.

证明 ⇐ 若线性方程组 (9) 有两个不同的解, 那么它们的差就是其导出组的一个非零解.

从而, 若导出组只有零解, 则线性方程组 (9) 有唯一解.

⇒ 若导出组有非零解, 那么这个解与线性方程组 (9) 的一个解的和就是线性方程组 (9) 的另一个解,
即线性方程组 (9) 的解不唯一. 从而, 若线性方程组 (9) 有唯一解, 则其导出组只有零解. ■
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例 求解线性方程组 
x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 1,

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 3.

解 因为增广矩阵可以化简成下面的行简化的阶梯形矩阵

Ā →


1 0 −8 7 2

0 1 6 −5 −1

0 0 0 0 0

 ,

所以原线性方程组与 x1 − 8x3 + 7x4 = 2,

x2 + 6x3 − 5x4 = −1,

同解, 其一般解为 {
x1 = 2 + 8x3 − 7x4,
x2 = −1− 6x3 + 5x4,

其中 x3, x4 为一组自由未知量.
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令自由未知量都取值为 0, 则得到原线性方程组的一个特解

γ0 =


2

−1

0

0

 .

导出组的一般解为 {
x1 = 8x3 − 7x4,
x2 = −6x3 + 5x4,

其中 x3, x4 为一组自由未知量. 从而可以得出导出组的一个基础解系

η1 =


8

−6

1

0

 , η2 =


−7

5

0

1

 ,

那么原线性方程组的全部解 (也叫通解) 为
γ0 + k1η1 + k2η2,

其中 k1, k2 为任意数.
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习题 26. 设 η1, η2, · · · , ηt 是一线性方程组的解, 证明 u1η1 + u2η2 + · · ·+ ut+1ηt+1 (其中
u1 + u2 + · · ·+ ut+1 = 1) 也是一个解.

补充题 9. 设 η0 是某线性方程组的一个解, η1, η2, · · · , ηt 是它的导出方程组的一个基础解系, 令
γ1 = η0,γ2 = η1 + η0, · · · ,γt+1 = ηt + η0. 证明：线性方程组的任意一个解 γ, 都可以表示成
γ = u1γ1 + u2γ2 + · · ·+ ut+1γt+1, 其中 u1 + u2 + · · ·+ ut+1 = 1.
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补充题 8. 设 αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · , s, β = (b1, b2, · · · , bn), 证明：如果线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...

as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn = 0

的解全是方程
b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn = 0

的解, 那么 β 可以由 α1,α2, · · · ,αs 线性表出.
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预习内容概览

两大核心模块
1 矩阵、线性空间、线性变换

2 群论基础

预习目标
掌握基本概念，为后续深入学习打下坚实基础
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模块一：矩阵、线性空间、线性变换

矩阵基础
• 矩阵运算：加法、数乘、乘法

• 特殊矩阵：单位矩阵、零矩阵、对角矩阵

• 矩阵的秩与逆矩阵

线性空间
• 向量空间定义与子空间

• 基与维数

• 坐标表示

线性变换
• 定义与性质

• 矩阵表示

• 特征值与特征向量
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模块二：群论基础

群的基本概念
• 群的定义：封闭性、结合律、单位元、逆元

• 重要例子：整数加群、实数乘群、置换群

• 子群与循环群

群的进一步概念
• 陪集与 Lagrange 定理

• 正规子群与商群

• 群同态与同构

典型群
对称群、置换群、矩阵群
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学习方法建议

有效预习策略
1 循序渐进：从具体例子理解抽象概念

2 动手练习：多做计算题和证明题

3 联系实际：思考概念的应用背景

4 建立联系：注意不同概念间的关联

学习重点
理解定义，掌握典型例子，完成基础练习
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学习建议
每天坚持学习，做好笔记，及时复习

祝学习顺利！
寒假愉快！
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