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§1 引言

《九章算术·方程》是世界上最早系统讨论联立方程问题的文献.

《九章算术·方程》，成于公元一世纪左右，西汉张苍、耿寿昌整理的算学书
今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗；

上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；

上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实二十六斗.
问上、中、下禾实一秉各几何？

我们设上禾、中禾、下禾一秉分别为 x, y, z 斗，则有
3x + 2y + z = 39

2x + 3y + z = 34

x + 2y + 3z = 26
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行列式的概念起源于求解线性方程组.

引例：鸡兔同笼
一个笼子中有鸡和兔共 8 只，二者共有 22 条腿，那么鸡和兔各有多少只？

解 利用二元一次方程组来求解. 设鸡有 x1 只，兔有 x2 只，那么x1 + x2 = 8,

2x1 + 4x2 = 22.

解得

x1 = 5, x2 = 3

因此，笼中有鸡 5 只，兔 3 只.
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例
解如下方程组

(I)

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

当 a11a22 − a12a21 ̸= 0（如果等于 0, 又如何? ）时, 此方程组有唯一解, 即

x1 =
b1a22 − a12b2

a11a22 − a12a21
, x2 =

a11b2 − b1a21
a11a22 − a12a21

.

你发现什么规律了吗？
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对于二阶方阵 A =

(
a11 a12
a21 a22

)
，我们称 a11a22 − a12a21 为二阶行列式, 用符号表示为

det A =

∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ .
于是上述解可以用二阶行列式叙述为:

当二阶行列式

∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ ̸= 0 时, 此方程组有唯一解, 即

x1 =

∣∣∣∣∣ b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣ a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
.
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二阶行列式实际是按对角线定义的： ∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣
其中，红线 对应正号，蓝线 对应负号．

• 记方程组 (I) 的系数矩阵为 A，其行列式 det A 称为 (I) 的 系数行列式，

• 将 A 的第一列（x1 对应的列）替换为常数列所得的矩阵记作 A1，

• 将 A 的第二列（x2 对应的列）替换为常数列所得的矩阵记作 A2．

那么可见，
x1 =

det A1

det A
, x2 =

det A2

det A
. （Cramer 法则）

我们希望对所有方阵定义行列式，使得 Cramer 法则对所有形似 (I) 的方程组成立
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求解线性方程组 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

设

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (这个假定是合理的. 为什么?)

将 x1 看作常数, 在后两个方程中利用上面的公式可得

x2 =

∣∣∣∣∣ b2 a23
b3 a33

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
, x3 =

∣∣∣∣∣ a22 b2
a32 b3

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a22 a21
a32 a31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
.

代入第一个方程解得

8 / 104



求解线性方程组 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

设

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (这个假定是合理的. 为什么?)

将 x1 看作常数, 在后两个方程中利用上面的公式可得

x2 =

∣∣∣∣∣ b2 a23
b3 a33

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
, x3 =

∣∣∣∣∣ a22 b2
a32 b3

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a22 a21
a32 a31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
.

代入第一个方程解得

8 / 104



求解线性方程组 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

设

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (这个假定是合理的. 为什么?)

将 x1 看作常数, 在后两个方程中利用上面的公式可得

x2 =

∣∣∣∣∣ b2 a23
b3 a33

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
, x3 =

∣∣∣∣∣ a22 b2
a32 b3

∣∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣∣ a22 a21
a32 a31

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣
.

代入第一个方程解得
8 / 104



x1 =

b1

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ b2 a23
b3 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ b2 a22
b3 a32

∣∣∣∣∣
a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣
.

进一步可解得 x2, x3.
引入记号∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ .
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线性方程组 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

当 d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 时, 方程组有唯一解, 即

x1 =
d1
d
,= x2 =

d2
d
, x3 =

d3
d
,

其中

d1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ , d2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ , d3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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在数学软件 Mathematica 中可以使用一条命令实现.
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类似地，我们可以使用 对角线法则 定义三阶行列式：

a11 a12 a13 a11 a12 a13
a21 a22 a23 a21 a22 a23
a31 a32 a33 a31 a32 a33

于是，我们可以定义三阶行列式如下：∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.
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∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ =a11a22 − a12a21

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

（1）项数：2 阶行列式含 2 项，3 阶行列式含 6 项，这恰好就是 2!, 3!.
（2）每项构成：2 阶和 3 阶行列式的每项分别是位不同行不同列的 2 个和 3 个元素的乘积
（3）各项符号：2 阶行列式含 2 项，其中 1 正 1 负，3 阶行列式 6 项，3 正 3 负.
对角线法则只适用于二阶与三阶行列式.

思考：1) 如何从排列的角度定义 4 阶行列式?
2) 如何递推地从 3 阶行列式定义 4 阶行列式？
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• 行列式 (determinant) 和矩阵 (matrix) 的概念最早都是伴随着方程组的求解而发展起来的.

• 在中国古代数学著作《九章算术》中, 已经出现过用矩阵形式表示线性方程组 (system of linear
equations) 的系数以解方程组的图例, 这可以算是矩阵的雏形.

• 矩阵正式作为数学中的研究对象出现则是在行列式的研究发展起来之后.

逻辑上讲, 矩阵的概念先于行列式, 但实际的历史则恰好相反,

• 17 世纪晚期, 关孝和与莱布尼茨的著作已使用行列式来确定线性方程组解的个数及形式.

• 18 世纪以后, 行列式开始作为独立的数学概念被研究.

• 进入 19 世纪后, 行列式的研究进一步发展, 矩阵的概念也应运而生.

柯西在 1812 年首先将“determinant”一词用来表示 18 世纪出现的行列式，他也是最早将行列
式排成方阵并将其元素用双重下标表示的数学家 (垂直线记法是凯莱在 1841 年率先使用的).

• 现代的行列式概念最早在 19 世纪末传入中国, 而矩阵的概念最早于 1922 年见于中文.

1935 年, 中国数学会审查各种术语译名, 正式将“determinant”的译名定为“行列式”, 而将
“matrix”首次译为“矩阵”.
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§2 排列

为了定义 n 阶行列式, 我们首先讨论 n 阶排列.

定义
由 1, 2, 3, · · · ,n 这 n 个数字所组成的一个有序数组称为一个 n 阶排列, 记为 j1j2 · · · jn .

如 2431 是一个 4 阶排列, 132 是一个 3 阶排列.
2 阶排列有 2! 个：12, 21.

3 阶排列有 3! 个：123, 132, 321, 213, 231, 312.

由 1, 2, · · · ,n 所组成的 n 阶排列共有 n! 个.
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排列的逆序数

定义
• 在一个排列中, 若一个较大的数字排在某个较小的数字的前面, 就称这两数字构成一
个逆序.

• 一个排列中所出现的逆序的总和称为此排列的逆序数, 记为 τ(j1j2 · · · jn).

如 4123 中, 4 与 1, 4 与 2, 4 与 3 均构成逆序, 故 τ(4123) = 3.
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例 1
求排列 451362 的逆序数.

解 τ(451362) = 3 + 3 + 0 + 2 + 1 + 0 = 9.

例 2
求排列 n(n − 1) · · · 21 的逆序数.

解 τ(n(n − 1) · · · 21) = n − 1 + n − 2 + · · ·+ 2 + 1 =
n(n − 1)

2
.

例 3
求排列 2n(2n − 1) · · · (n + 1)12 · · · n 的逆序数.

解 τ(2n(2n − 1) · · · (n + 1)12 · · · n) = n · n + (n − 1) + (n − 2) + · · ·+ 1

= n2 +
n(n − 1)

2
=

n(3n − 1)

2
.
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定义
• 逆序数为偶数的排列称为偶排列,

• 逆序数为奇数的排列称为奇排列.

3 阶排列

偶排列
• 123（逆序数 0）

• 312（逆序数 2：31, 32）

• 231（逆序数 2：21, 31）

奇排列
• 132（逆序数 1：32）

• 213（逆序数 1：21）

• 321（逆序数 3：32, 31, 21）

所有 3 阶排列共 3! = 6 个，奇偶各半.

例如，4321 为一个偶排列, 643521 是一个奇排列.
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定义
如果把一个排列中某两个数字 i, j 交换位置, 而其它数字保持不动, 这样就得到一个新的排
列, 称为对原排列做了一个对换, 记作 (i, j).

从偶排列出发
123 的对换：

• (1, 2)：123 → 213

• (2, 3)：123 → 132

• (1, 3)：123 → 321

312 的对换：

• (1, 2)：312 → 132

• (2, 3)：312 → 321

• (1, 3)：312 → 123

从奇排列出发
132 的对换：

• (1, 2)：132 → 231

• (2, 3)：132 → 123

• (1, 3)：132 → 312

213 的对换：

• (1, 2)：213 → 123

• (2, 3)：213 → 231

• (1, 3)：213 → 312
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定理 1
对换改变排列的奇偶性.

证明 (1) 参加对换的数字位于相邻的位置. 设排列
A· · · i j B· · · (1)

经过对换 (i, j) 变为
A· · · j i B· · · (2)

其中 A,B 表示不动的数字.
由排列 (1) 变为排列 (2), A,B 这些数字的逆序数没有改变,
i, j 与 A,B 这些数字的逆序数也没有改变, 不同的是 i 与 j 的次序.

• 若 i > j, 则 (1) 中 i, j 构成逆序, (1) 中逆序比 (2) 多一个;
• 若 i < j, 则 (2) 中 i, j 构成逆序, (2) 中逆序比 (1) 多一个.
无论哪种情况, 排列的奇偶性总要改变.
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定理 1
对换改变排列的奇偶性.

证明 (1) 参加对换的数字位于相邻的位置. 设排列
A· · · i j B· · · (1)

经过对换 (i, j) 变为
A· · · j i B· · · (2)

其中 A,B 表示不动的数字.
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(2) 参加对换的数字不相邻. 设排列

· · · i k1 · · · ks j · · · (3)

经过对换 (i, j) 变为
· · · j k1 · · · ks i · · · (4)

这样的对换可通过一系列相邻数字的对换来实现:
• 先将 i 向右移动, 依次与 k1, k2, · · · , ks 交换位置, 经过 s 次相邻数字的对换后, (3) 变为

· · · k1 k2 · · · ks i j · · · (3)′

• 再将 j 向左移动, 依次与 i, ks, · · · , k2, k1 交换位置, 经过 s + 1 次相邻数字的对换, (3)′

变为 (4).
故对换 (i, j) 将 (3) 变为 (4) 相当于施行了 2s + 1 次相邻数字的对换. 由 (1) 的证明得知,
每经过一次相邻数字的对换, 排列的奇偶性就要改变, 而 2s + 1 为奇数, 经过奇数次这样的
对换, 排列的奇偶性必定改变, 所以 (3) 与 (4) 的奇偶性相反.
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排列的逆序数

推论
当 n ≥ 2 时, 所有 n 阶排列中奇排列与偶排列的个数相等, 各为 n!

2 个.

证明 设全部 n 阶排列中奇排列个数为 s，偶排列个数为 t.
将 s 个奇排列中的前两个数字对换，每个奇排列变为一个偶排列，得到 s 个不同的偶排列，
因此 s ≤ t.
同理可得 t ≤ s，故 s = t = n!

2
.
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定理 2
• 任意一个 n 阶排列 j1j2 · · · jn 与排列 12 · · · n 可通过一系列对换互变,

• 且对换的次数与该排列有相同的奇偶性.

所有 3 阶排列通过对换互连

123
(2,3)−−−→ 132

(1,2)−−−→ 231
(2,3)−−−→ 321

(1,2)−−−→ 312
(2,3)−−−→ 213

(1,2)−−−→ 123
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定理 2
• 任意一个 n 阶排列 j1j2 · · · jn 与排列 12 · · · n 可通过一系列对换互变,

• 且对换的次数与该排列有相同的奇偶性.

证明 对排列的阶数 n 作数学归纳法. n = 1 时，1 阶排列只有一个 1，结论显然成立.
归纳假设：假设定理对 n − 1 阶排列成立.
归纳步骤：考虑任意 n 阶排列 j1j2 · · · jn .

• 若 jn = n，则由归纳假设，n − 1 阶排列 j1j2 · · · jn−1 可经对换变为 12 · · · (n − 1)，

从而原排列变为 12 · · · n.

• 若 jn ̸= n，则先作对换 (jn ,n)，得排列 j1j2 · · · jn−1n，转化为上一情形.
标准排列 12 · · · n 是偶排列，由定理 1 知对换改变排列的奇偶性，
故所作对换个数与排列 j1j2 · · · jn 同奇偶.
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§3 n 阶行列式

• 如何递推地从 2 阶行列式定义 3 阶行列式？

∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ .
由于二阶行列式已有确定定义，因而三阶行列式也就完全可用上述等式右边的式子来

定义，这样定义的结果和曾经有的对角线法则定义是一致的.
• 如何递推地从 3 阶行列式定义 4 阶行列式？
• 如何递推地从 n − 1 阶行列式定义 n 阶行列式？

24 / 104



§3 n 阶行列式

• 如何递推地从 2 阶行列式定义 3 阶行列式？∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ .
由于二阶行列式已有确定定义，因而三阶行列式也就完全可用上述等式右边的式子来

定义，这样定义的结果和曾经有的对角线法则定义是一致的.
• 如何递推地从 3 阶行列式定义 4 阶行列式？
• 如何递推地从 n − 1 阶行列式定义 n 阶行列式？

24 / 104



仿照这样，我们可以用三阶行列式来给出四阶行列式的定义：用四个三阶行列式分别与四

个数相乘积的代数和，就叫做一个四阶行列式. 即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a23 a24
a31 a33 a34
a41 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ a13

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a24
a31 a32 a34
a41 a42 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣− a14

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

这种用低一阶的行列式来定义高一阶行列式的方法更有普遍性.
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在 n 阶行列式中划去元素 aij 所在的第 i 行与第 j 列,
剩下的 (n − 1)2 个元素按原来的相对位置, 构成一个 n − 1 阶的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1n
...

...
...

...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...

an1 · · · an(j−1) an(j+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为元素 aij 的余子式, 记为 Mij .

26 / 104



行列式的递归定义
数域 P 上的一阶方阵 A = (a11) 阶方阵的行列式定义为 a11, 则 n 阶方阵 A 的行列式定义
为

n∑
j=1

(−1)1+ja1jM1j ,

其中 M1j 是划去 A 的第 1 行第 j 列后所得的 n − 1 阶方阵的行列式, 称为 a1j 的余子式.

行列式的完全展开定义（课本上的定义）
设 A = (aij) 为 n 阶方阵, 则 n 阶方阵 A 的行列式为∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn ,

求和取遍 1, 2, · · · ,n 的所有排列 j1, j2, · · · , jn .

通常，方阵 A 的行列式记为 |A| 或 det A.
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⇒ 当 |A| 为一阶、二阶行列式时, 结论显然成立.
假设 |A| 为 n − 1 阶时结论成立.
当 |A| 为 n 阶行列式时由定义可得

|A| =
n∑

j1=1

(−1)1+j1a1j1M1j1

利用归纳假设 M1j1 =?

利用归纳假设可得

M1j1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2,j1−1 a2,j1+1 · · · a2n
...

...
...

...

an1 · · · an,j1−1 an,j1+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

j2···jn

(−1)τ(j2···jn)a2j2 · · · anjn ,

其中求和取遍 {1, · · · , j1 − 1, j1 + 1, · · · ,n} 的所有排列 j2 · · · jn .
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因而

|A| =
n∑

j1=1

(−1)j1+1a1j1

∑
j2···jn

(−1)τ(j2···jn)a2j2 · · · anjn

=
∑

j1j2···jn

(−1)j1+1+τ(j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn .

由于 j1j2 · · · jn 是 {1, 2, · · · ,n} 的排列, 则其中与 j1 相关的逆序有 j1 − 1 个, 其他的逆序恰好是排列
j2, · · · , jn 中的所有逆序. 因此 τ (j1j2 · · · jn) = j1 − 1 + τ (j2 · · · jn) . 于是

|A| =
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn .

⇐ §6 再来讨论.
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§3 n 阶行列式

定义
用符号

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
表示的 n 阶行列式指的是 n! 项的代数和,

• 这些项是取自 Dn 的位于不同行、不同列的所有可能的 n 个元素的乘积;

• 一般项 a1j1a2j2 · · · anjn 的行标为自然排列时, 列标排列的奇偶性决定该项的符号,

• 即当 j1j2 · · · jn 是偶排列时该项取正号, 是奇排列时该项取负号.
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n 阶行列式

Dn 可以写成

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn ,

其中
∑

j1j2···jn
表示对所有 n 阶排列求和.

由定义可知, 计算行列式要按以下两步进行:
(1) 作出位于不同行、不同列的 n 个元素的所有可能的乘积;
(2) 每一项的行标按自然顺序排列时, 符号由列标排列的奇偶性所决定.
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主对角线以下的元素全为零的矩阵叫上三角形矩阵，
主对角线以上的元素全为零的矩阵叫下三角形矩阵．例如

1 2 3

0 4 5

0 0 6

 和


1 0 0

2 3 0

4 5 6


分别为一个上三角形矩阵和下三角形矩阵．

例 计算上三角行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(n−1) a1n

0 a22 · · · a2(n−1) a2n
...

...
...

...

0 0 · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

0 0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11a22 · · · ann .
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同理, 下三角行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0 0

a21 a22 · · · 0 0
...

...
...

...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(n−1) 0

an1 an2 · · · an(n−1) ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann .

对角形行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann .
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反下三角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n

. .
. ...

...

an1 · · · an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)
n(n−1)

2 a1na2,n−1 . . . an1.

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 2 0
...

...
...

...

0 n − 1 · · · 0 0

n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 n!
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反下三角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n

. .
. ...

...

an1 · · · an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 a1na2,n−1 . . . an1.

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 2 0
...

...
...

...

0 n − 1 · · · 0 0

n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)
n(n−1)

2 n!
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反下三角行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1n

a2,n−1 a2n

. .
. ...

...

an1 · · · an,n−1 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 a1na2,n−1 . . . an1.

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 2 0
...

...
...

...

0 n − 1 · · · 0 0

n 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 n!
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n(n−1)
2 的奇偶性分析

观察： n 和 n − 1 是连续的两个整数，因此：
• 其中必有一个是偶数
• 另一个是奇数

设偶数为 2k，则：
n(n − 1) = (奇数)× (偶数) = (奇数)× 2k

要使 n(n−1)
2 为整数，需要再除以 2.

关键： n(n−1)
2 的奇偶性取决于 n(n − 1) 是否能被 4 整除.

分析：奇偶性取决于 n(n − 1) 能否被 4 整除.

按 n mod 4 分类：
• n ≡ 0：n = 4k，T (n) = 2k(4k − 1) 偶
• n ≡ 1：n = 4k + 1，T (n) = 2k(4k + 1) 偶
• n ≡ 2：n = 4k + 2，T (n) = (2k + 1)(4k + 1) 奇
• n ≡ 3：n = 4k + 3，T (n) = (4k + 3)(2k + 1) 奇

结论：

T (n) = n(n − 1)

2

偶数, n ≡ 0, 1 (mod 4)

奇数, n ≡ 2, 3 (mod 4)
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符号规律的推广

n 阶行列式定义中要求, 将展开式中每一项的元素按行下标的自然顺序排列起来, 再决定其
符号. 但数的乘法是可交换的, 因而这 n 个元素的次序是可以任意排列的. 一般地,

命题
n 阶行列式中的项可以写成 ai1j1ai2j2 · · · ainjn , (1)

其中 i1i2 · · · in , j1j2 · · · jn 是两个 n 级排列, 则 (1) 的符号为

(−1)τ(i1i2···in)+τ(j1j2···jn). (2)

证明 事实上, 将 (1) 中这 n 个元素重新排列一下, 使得它们的行指标成自然顺序, 即得

a1j′1a2j′2 · · · anj′n , (3)

它的符号为

(−1)τ(j
′
1j′2···j′n). (4)
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• 4 阶行列式中项 a21a32a14a43 的符号是什么?

• 5 阶行列式中项 a15a23a42a34a51 的符号是什么?

下证 (2) 与 (4) 一致:
• 因为由 (1) 变为 (3) 可以经过一系列元素的交换来实现,
• 每作一次交换, 元素的行指标与列指标所成排列同时作一次对换,
• 也就是 τ(i1i2 · · · in) 与 τ(j1j2 · · · jn) 同时改变奇偶性,
• 因而它们的和 τ(i1i2 · · · in) + τ(j1j2 · · · jn) 的奇偶性不变.
• 即对 (1) 作一次元素的交换不改变 (2) 的值,
• 因而一系列交换后, 有

(−1)τ(i1i2···in)+τ(j1j2···jn) = (−1)τ(12···n)+τ(j′1j′2···j′n) = (−1)τ(j
′
1j′2···j′n),

即 (2) 与 (4) 一致.
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从而可得 n 阶行列式定义的第二种记法:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn ,

即列标按自然排列, 行标排列的奇偶性决定每一项的符号.
从而在行列式中, 行指标与列指标的地位是对称的.
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性质 1
行、列互换, 行列式的值不变, 即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1)

右端称为原行列式的转置. 亦即行列式的转置等于其自身.
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§4 n 阶行列式的性质

性质 2
若行列式中某一行的各元素有公因子 k, 则 k 可以提到行列式符号外边来:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

推论
若行列式中有一行 (列) 为 0, 则行列式等于 0.
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性质 3
分行 (列) 相加性:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

b1 + c1 b2 + c2 · · · bn + cn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

b1 b2 · · · bn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

c1 c2 · · · cn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

即 若行列式中某一行是两组数的和, 那么此行列式就等于两个行列式的和, 其中这两个行列
式除这一行外全与原行列式的对应的行一样.

推论
若一个行列式中某行 (列) 是 m 组数的和, 则此行列式可写成 m 个行列式的和.
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性质 4
如果行列式中有两行 (列) 相同, 那么行列式的值等于 0. 所谓两行 (列) 相同, 就是说两行
(列) 的对应元素都相等. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.
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性质 5
如果行列式中两行 (列) 成比例, 那么行列式为 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
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性质 5
如果行列式中两行 (列) 成比例, 那么行列式为 0.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
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性质 6
把一行 (列) 的倍数加到另一行 (列) 上, 行列式的值不变.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 + cak1 ai2 + cak2 · · · ain + cakn
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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性质 6
把一行 (列) 的倍数加到另一行 (列) 上, 行列式的值不变.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 + cak1 ai2 + cak2 · · · ain + cakn
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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性质 7
对换行列式中两行 (列) 的位置, 行列式反号.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ak1 ak2 · · · akn
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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例 1 计算 n 阶行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b
b a b · · · b
...

...
...

...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

解 将各列加入第一列，得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + (n − 1)b b b · · · b
a + (n − 1)b a b · · · b

...
...

...
...

a + (n − 1)b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b · · · b
1 a b · · · b
...

...
...

...

1 b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b · · · b
0 a − b 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · a − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b) (a − b)n−1�
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例 1 计算 n 阶行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b
b a b · · · b
...

...
...

...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 将各列加入第一列，得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + (n − 1)b b b · · · b
a + (n − 1)b a b · · · b

...
...

...
...

a + (n − 1)b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b · · · b
1 a b · · · b
...

...
...

...

1 b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b · · · b
0 a − b 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · a − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + (n − 1)b) (a − b)n−1�
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一个 n 级行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 若 aij = aji , i, j = 1, 2, . . . , n, 则它称为一个 对称行列式;

• 若 aij = −aji , 则它称为一个反对称行列式.

例 2 证明奇数阶的反对称行列式等于 0.
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证明 因为 aii = −aii , 所以 aii = 0, i = 1, 2, · · · ,n. 故

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 a13 · · · a1n

−a12 0 a23 · · · a2n

−a13 −a23 0 · · · a3n
...

...
...

...

−a1n −a2n −a3n · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −a12 −a13 · · · −a1n

a12 0 −a23 · · · −a2n

a13 a23 0 · · · a3n
...

...
...

...

a1n a2n a3n · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=(−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a12 a13 · · · a1n

−a12 0 a23 · · · a2n

−a13 −a23 0 · · · a3n
...

...
...

...

−a1n −a2n −a3n · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)nd

当 n 为奇数时, d = −d, 从而 d = 0.
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例 3 证明

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2
a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣．

证

左边 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 + c1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 + c2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 + c3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 + c1 −a1 −b1
a2 + b2 + c2 −a2 −b2
a3 + b3 + c3 −a3 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 −a1 −b1
c2 −a2 −b2
c3 −a3 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 a1 b1
c2 a2 b2
c3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =右边�
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例 3 证明

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2
a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣．
证

左边 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 + c1 b1 + c1 c1 + a1

a2 + b2 + c2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 + c3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 + c1 −a1 −b1
a2 + b2 + c2 −a2 −b2
a3 + b3 + c3 −a3 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 −a1 −b1
c2 −a2 −b2
c3 −a3 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 a1 b1
c2 a2 b2
c3 a3 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =右边�
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例 4 计算 n 级行列式

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + a x2 x3 · · · xn

x1 x2 + a x3 · · · xn

x1 x2 x3 + a · · · xn
...

...
...

...

x1 x2 x3 · · · xn + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 d =

( n∑
i=1

xi + a
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 x3 · · · xn

1 x2 + a x3 · · · xn

1 x2 x3 + a · · · xn
...

...
...

...

1 x2 x3 · · · xn + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

( n∑
i=1

xi + a
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 x3 · · · xn

0 a 0 · · · 0

0 0 a · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

( n∑
i=1

x1 + a
)

an−1.
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例 4 计算 n 级行列式

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 + a x2 x3 · · · xn

x1 x2 + a x3 · · · xn

x1 x2 x3 + a · · · xn
...

...
...

...

x1 x2 x3 · · · xn + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 d =

( n∑
i=1

xi + a
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 x3 · · · xn

1 x2 + a x3 · · · xn

1 x2 x3 + a · · · xn
...

...
...

...

1 x2 x3 · · · xn + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

( n∑
i=1

xi + a
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2 x3 · · · xn

0 a 0 · · · 0

0 0 a · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

( n∑
i=1

x1 + a
)

an−1.
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§5 行列式的计算

从上节可以看出, 仅仅根据行列式的定义来计算行列式, 一般是比较麻烦的.
例如, 要计算一个五阶行列式, 就要计算 5! = 120 项.
若阶数 n 再大些, 计算量更是惊人.
从而利用行列式定义来计算一般行列式几乎是不可能的, 但有些特殊的行列式是比较容易
计算的.
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计算行列式的一般方法是利用行列式的这些基本性质, 将行列式化为上三角形或者下三角形行列式.

性质
任意一个 n 阶行列式都可以利用行列式的性质化为上三角形行列式 (或者下三角形行列式).

先考察第一列上的元素, 若都为零, 则行列式的值为零;
若第一列上有非零元素, 则利用性质 7 可以使得第一个元素非零, 故不妨设 a11 ̸= 0.
将第一行的 − ai1

a11
倍加到第 i 行上,i = 2, 3, · · · ,n, 可使得第一列上除了第一个元素外其余都为零,

即行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

0 a′
22 · · · a′

2n
...

...
...

0 a′
n2 · · · a′

nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

再考察第二列, 若 a′
22, · · · , a′

n2 中有非零元素, 则利用性质 7, 不妨设 a′
22 ̸= 0, 将第二行的 − a′

i2
a′
22
倍加

到第 i 行上,i = 3, · · · ,n, 可使得第二列上主对角线以下元素全为零.

续行此法, 有限步之后总可以将行列式化为上三角形行列式.
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计算方法：利用行列变换，将行列式变为三角形，再将对角元连乘．

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 −1 2 1

2 5 2 4
1
2 1 3

2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解 D = 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 −1 2 1

2 5 2 4

1 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 0 1 4

0 3 4 −2

0 1 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 3 4 −2

0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 −8 1

0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 1 4

0 0 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 1 4

0 0 0 33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 33

2 ．

53 / 104



计算方法：利用行列变换，将行列式变为三角形，再将对角元连乘．

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 −1 2 1

2 5 2 4
1
2 1 3

2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解 D = 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

−1 −1 2 1

2 5 2 4

1 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 0 1 4

0 3 4 −2

0 1 4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 3 4 −2

0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 −8 1

0 0 1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 1 4

0 0 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 3

0 1 4 −1

0 0 1 4

0 0 0 33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 33

2 ．
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例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

1 2 0 2

2 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 D=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

0 3 −2 1

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

0 1 0 2

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 2 −1 2

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 0 −1 −2

0 0 −2 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 0 −1 −2

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1.
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例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

1 2 0 2

2 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 D=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

0 3 −2 1

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 2 −1 2

0 1 0 2

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 2 −1 2

0 2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 0 −1 −2

0 0 −2 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 1

0 1 0 2

0 0 −1 −2

0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1.
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§6 行列式按一行 (列) 展开

• 在 n 阶行列式的定义中, 虽然每一项是 n 个元素的乘积, 但是, 由于这 n 个元素是取自不同的
行、不同的列, 所以对于某一确定行中的 n 个元素 (如 ai1, ai2, · · · , ain) 来说, 每一项都含有其
中的一个且只含有其中的一个元素. 因此, n 阶行列式的 n! 项可以分成 n 组, 第一组的项都含
有 ai1, 第二组的项都含有 ai2, 等等, 再分别把第 i 行的元素提出来, 就有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n
...

...
...

ai1 · · · aij · · · ain
...

...
...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin, (1)

其中 Aij 代表那些含有 aij 的项在提出公因子 aij 之后的代数和, i, j = 1, 2, · · · ,n.

• Aij 中不再含有第 i 行的元素, 即 Ai1,Ai2, · · · ,Ain 全与行列式第 i 行的元素无关. 那么这些
Aij (i, j = 1, 2, · · · ,n) 究竟是什么?
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在 n 阶行列式中划去元素 aij 所在的第 i 行与第 j 列, 剩下的 (n − 1)2 个元素按原来的相

对位置, 构成一个 n − 1 阶的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1n
...

...
...

...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...

an1 · · · an(j−1) an(j+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为元素 aij 的余子式, 记为 Mij , 而 (−1)i+jMij 称为元素 aij 的代数余子式.

接下来我们证明

Aij = (−1)i+jMij .
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为了证明
Aij = (−1)i+jMij ,

先证 i = j = n 的情况.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(n−1) a1n

a21 a22 · · · a2(n−1) a2n
...

...
...

...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(n−1) a(n−1)n

0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(n−1)

a21 a22 · · · a2(n−1)

...
...

...

a(n−1)1 a(n−1)2 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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其次, 在 (1) 式中令 ai1 = · · · = ai(j−1) = ai(j+1) = · · · = ain = 0, aij = 1, 即得

Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1n
...

...
...

...
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n

0 · · · 0 1 0 · · · 0

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

an1 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 i 行依次与第 i + 1, · · · ,n 行交换,
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Aij = (−1)n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1j a1(j+1) · · · a1n
...

...
...

...
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)j a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)j a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

an1 · · · an(j−1) anj an(j+1) · · · ann

0 · · · 0 1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 j 列依次与第 j + 1, · · · ,n 列交换,
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Aij = (−1)n−i(−1)n−j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1n a1j
...

...
...

...
...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n a(i−1)j

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n a(i+1)j
...

...
...

...
...

an1 · · · an(j−1) an(j+1) · · · ann anj

0 · · · 0 0 · · · 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)2n−i−j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) a1(j+1) · · · a1n
...

...
...

...

a(i−1)1 · · · a(i−1)(j−1) a(i−1)(j+1) · · · a(i−1)n

a(i+1)1 · · · a(i+1)(j−1) a(i+1)(j+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...

an1 · · · an(j−1) an(j+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+jMij .
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定理 3
设

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Aij 表示元素 aij 的代数余子式, 则下列等式成立:

n∑
s=1

aksAis = ak1Ai1 + ak2Ai2 + · · ·+ aknAin =

{
d, k = i,
0, k ̸= i,

n∑
s=1

aslAsj = a1lA1j + a2lA2j + · · ·+ anlAnj =

{
d, l = j,
0, l ̸= j.

此称为行列式依行 (列) 展开定理.
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计算方法：将某一行（列）尽可能多的元素变成零，再按该行（列）展开．

例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 2 −6 −3

−4 7 −2 4

−2 3 4 1

7 −8 −10 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解 D 列变换=====

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 11 6 −3

4 −5 −18 4

0 0 0 1

−3 7 10 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 11 6

4 −5 −18

−3 7 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 11 6

0 39 6

0 −26 −8

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 39 6

−26 −8

∣∣∣∣∣ = −156．
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例 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1 2 0

0 1 2 5 0

0 −2 3 1 0

2 −4 −1 4 3

0 2 3 5 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解

D = 3 · (−1)4+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 −1 2

0 1 2 5

0 −2 3 1

0 2 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5

−2 3 1

2 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=− 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 5

0 7 11

0 −1 −5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3

∣∣∣∣∣ 7 11

−1 −5

∣∣∣∣∣ = 72
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例 设 A =


1 1 1 1

1 1 3 4

1 1 2 3

2 3 4 4

, 计算 A41 + A42 + A43 + A44 和 A14 + 3A24 + 2A34 + 4A44.

解

A41 + A42 + A43 + A44 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 1 3 4

1 1 2 3

1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, A14 + 3A24 + 2A34 + 4A44 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

1 1 3 3

1 1 2 2

2 3 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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例 证明范德蒙德行列式

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

a1 a2 a3 · · · an

a2
1 a2

2 a2
3 · · · a2

n
...

...
...

...

an−1
1 an−1

2 an−1
3 · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤j<i≤n

(ai − aj).

证 对 n 做归纳．当 n = 2 时，

∣∣∣∣∣ 1 1

a1 a2

∣∣∣∣∣ = a2 − a1，结论成立．

假定结论对 n − 1 成立，下面证明结论对 n 也成立. 方法是：

• 第 n 行减去第 n − 1 行的 a1 倍，

• 第 n − 1 行减去第 n − 2 行的 a1 倍，· · ·，

• 第 2 行减去第 1 行的 a1 倍：
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Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

0 a2 − a1 a3 − a1 · · · an − a1

0 a2(a2 − a1) a3(a3 − a1) · · · an(an − a1)
...

...
...

...

0 an−2
2 (a2 − a1) an−2

3 (a3 − a1) · · · an−2
n (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 − a1 a3 − a1 · · · an − a1

a2(a2 − a1) a3(a3 − a1) · · · an(an − a1)
...

...
...

an−2
2 (a2 − a1) an−2

3 (a3 − a1) · · · an−2
n (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a2 − a1)(a3 − a1) · · · (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a2 a3 · · · an
...

...
...

an−2
2 an−2

3 · · · an−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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由归纳假设可知， ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a2 a3 · · · an
...

...
...

an−2
2 an−2

3 · · · an−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
2≤j<i≤n

(ai − aj),

于是

Vn = (a2 − a1)(a3 − a1) · · · (an − a1)
∏

2≤j<i≤n
(ai − aj)

=
∏

1≤j<i≤n
(ai − aj).
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例 计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 3 4

1 4 9 16

1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

注意到该行列式是一个第二行为 1�2�3�4 的四阶范德蒙行列式，于是有

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 2 3 4

1 4 9 16

1 8 27 64

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− 1)(3− 2)(3− 1)(4− 3)(4− 2)(4− 1) = 12
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计算方法：加边法．

例 计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − m x2 · · · xn

x1 x2 − m · · · xn
...

...
...

x1 x2 · · · xn − m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
．

解 若 n = 1，则 D1 = x1 − m．当 n ≥ 2 时, 若 m = 0，则 Dn = 0.

以下只需考虑 m ̸= 0 的情况 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 · · · xn

0 x1 − m x2 · · · xn

0 x1 x2 − m · · · xn
...

...
...

...

0 x1 x2 · · · xn − m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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计算方法：加边法．

例 计算行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 · · · xn

0 x1 − m x2 · · · xn

0 x1 x2 − m · · · xn
...

...
...

...

0 x1 x2 · · · xn − m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2 · · · xn

−1 −m 0 · · · 0

−1 0 −m · · · 0
...

...
...

...

−1 0 0 · · · −m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1−
n∑

i=1

xi
m x1 x2 · · · xn

0 −m 0 · · · 0

0 0 −m · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · −m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
因此，当 m ̸= 0 时，

Dn = (−m)n

(
1−

n∑
i=1

xi
m

)
.
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例 计算行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a1 a2 · · · an

a1 1 + a2 · · · an
...

...
...

a1 a2 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

71 / 104



解 先把行列式增加一行一列，变成一个与原行列式等值的 n + 1 阶的行列式：

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

0 1 + a1 a2 · · · an

0 a1 1 + a2 · · · an
...

...
...

...

0 a1 a2 · · · 1 + an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

−1 1 0 · · · 0

−1 0 1 · · · 0
...

...
...

...

−1 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∑

ai a1 a2 · · · an

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 +

n∑
i=1

ai .
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计算方法：递推关系

例 计算 n 阶行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 · · · 0 0

2 7 5 · · · 0 0

0 2 7 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 7 5

0 0 0 · · · 2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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解 易知 D1 = 7,D2 = 39. 因为

Dn = 7Dn−1 − 2× 5Dn−2 = 7Dn−1 − 10Dn−2,

所以

Dn − 2Dn−1 = 5(Dn−1 − 2Dn−2) = 52(Dn−2 − 2Dn−3)

= · · · = 5n−2(D2 − 2D1) = 5n−2(39− 14) = 5n .

又因为

Dn − 5Dn−1 = 2(Dn−1 − 5Dn−2) = 22(Dn−2 − 5Dn−3)

= · · · = 2n−2(D2 − 5D1) = 2n−2(39− 5× 7) = 2n ,

所以 5Dn − 2Dn = 5n+1 − 2n+1, 即

Dn =
5n+1 − 2n+1

3
.
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例 计算 n 阶行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cosα 1 0 · · · 0 0 0

1 2 cosα 1 · · · 0 0 0

0 1 2 cosα · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 2 cosα 1 0

0 0 0 · · · 1 2 cosα 1

0 0 0 · · · 0 1 2 cosα

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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解 当 n = 1 时, D1 = cosα;
当 n = 2 时, D2 = 2 cos2 α− 1 = cos 2α.

对 n 用数学归纳法证明: n = 1, 2 时, 成立.
假设对于阶数小于 n 的上述类型的行列式结论成立, 将 Dn 依第 n 行展开得

Dn = 2 cosαDn−1 − Dn−2

= 2 cosα · cos(n − 1)α− cos(n − 2)α

= (cos nα+ cos(n − 2)α)− cos(n − 2)α

= cos nα.

由数学归纳法, 知 Dn = cos nα.
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例 计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a a · · · a
−a x a · · · a
−a −a x · · · a
...

...
...

...

−a −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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解 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + (x − a) a + 0 a + 0 · · · a + 0

−a x a · · · a
−a −a x · · · a
...

...
...

...

−a −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a · · · a
−a x a · · · a
−a −a x · · · a
...

...
...

...

−a −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x − a 0 0 · · · 0

−a x a · · · a
−a −a x · · · a
...

...
...

...

−a −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a a a · · · a
0 x + a 2a · · · 2a
0 0 x + a · · · 2a
...

...
...

...

0 0 0 · · · x + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (x − a)Dn−1 = a(x + a)n−1 + (x − a)Dn−1.
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即有
Dn = a(x + a)n−1 + (x − a)Dn−1. (1)

又因为

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a + (x + a) a a · · · a
−a + 0 x a · · · a
−a + 0 −a x · · · a

...
...

...
...

−a + 0 −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a a a · · · a
−a x a · · · a
−a −a x · · · a
...

...
...

...

−a −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x + a a a · · · a
0 x a · · · a
0 −a x · · · a
...

...
...

...

0 −a −a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a 0 0 · · · 0

−a x − a 0 · · · 0

−a −2a x − a · · · 0
...

...
...

...

−a −2a −2a · · · x − a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (x + a)Dn−1

= −a(x − a)n−1 + (x + a)Dn−1. 即有

Dn = −a(x − a)n−1 + (x + a)Dn−1. (2)

(1) 式两端同乘 x + a, (2) 式两端同乘 x − a 分别得{
(x + a)Dn = a(x + a)n + (x2 − a2)Dn−1,

(x − a)Dn = −a(x − a)n + (x2 − a2)Dn−1,

两式相减, 得 2aDn = a ((x + a)n + (x − a)n).
当 a ̸= 0 时, Dn = (x+a)n+(x−a)n

2 .

当 a = 0 时, Dn = xn = (x+a)n+(x−a)n

2 .
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利用行列式依行（列）展开定理还可以给出行列式计算的一些重要的方法，如

• 递推法

• 拆项法

• 数学归纳法

• 加边法
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§7 克拉默法则

引例
求解线性方程组 

x1 + x3 + 3x4 = 1,

x1 + 2x2 + x3 + 4x4 = 4,

x1 x2 + 3x3 + x4 = 3,

x1 − x2 + 2x3 + x4 = 3.
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设线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn ,

(1)

其系数行列式为

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)
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构造 dj

将 d 的第 j 列换为常数项 b1, b2, . . . , bn，得

dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1(j−1) b1 a1(j+1) · · · a1n

a21 · · · a2(j−1) b2 a2(j+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an(j−1) bn an(j+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, j = 1, 2, . . . , n. (3)

将 dj 按第 j 列展开，因其余列与 d 相同，有

dj =

b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj =

n∑
i=1

biAij , j = 1, 2, . . . , n. (4)
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克拉默法则

定理 4
若系数行列式 d ̸= 0，则方程组 (1) 有唯一解：

x1 =
d1
d
, x2 =

d2
d
, . . . , xn =

dn
d
. (5)
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证明 首先, 证明 (5) 式确为 (1) 的解.

要证 x1 = d1
d , x2 = d2

d , · · · , xn = dn
d 是方程组 (1) 的解. 即证

ai1
d1
d

+ ai2
d2
d

+ · · ·+ ain
dn
d

= bi , i = 1, 2, . . . , n.

因为 dj = b1A1j + b2A2j + · · ·+ bnAnj , 代入上式得

ai1
d1
d

+ ai2
d2
d

+ · · ·+ ain
dn
d

=
1

d
(
ai1d1 + ai2d2 + · · ·+ aindn

)
=

1

d
[
ai1(b1A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1)

+ ai2(b1A12 + b2A22 + · · ·+ bnAn2) + · · ·

+ ain(b1A1n + b2A2n + · · ·+ bnAnn)
]

=
1

d
[
(ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin)bi

]
= bi .

因此，xj =
dj
d

(j = 1, 2, . . . , n) 为方程组 (1) 的解.

思考：如何把证明写得更简洁？
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证明 （使用求和号形式）首先, 证明解的 存在性, 即证明 (5) 式确为 (1) 的解.
要证 x1 = d1

d , x2 = d2
d , · · · , xn = dn

d 是方程组 (1) 的解，即

n∑
j=1

aij
dj
d

= bi , i = 1, 2, . . . , n.

由 (4) 式可知 dj =

n∑
s=1

bsAsj ,

于是 n∑
j=1

aij
dj
d

=
1

d

n∑
j=1

aijdj =
1

d

n∑
j=1

aij

( n∑
s=1

bsAsj

)
=

1

d

n∑
s=1

bs

( n∑
j=1

aijAsj

)
=

1

d
(b1 ·0 + · · ·+ bi ·d + · · ·+ bn ·0) = bi .

因此，xj =
dj
d

(j = 1, 2, . . . , n) 确为方程组 (1) 的解.

87 / 104



证明 （使用求和号形式）首先, 证明解的 存在性, 即证明 (5) 式确为 (1) 的解.
要证 x1 = d1

d , x2 = d2
d , · · · , xn = dn

d 是方程组 (1) 的解，即

n∑
j=1

aij
dj
d

= bi , i = 1, 2, . . . , n.

由 (4) 式可知 dj =

n∑
s=1

bsAsj ,

于是 n∑
j=1

aij
dj
d

=
1

d

n∑
j=1

aijdj =
1

d

n∑
j=1

aij

( n∑
s=1

bsAsj

)
=

1

d

n∑
s=1

bs

( n∑
j=1

aijAsj

)
=

1

d
(b1 ·0 + · · ·+ bi ·d + · · ·+ bn ·0) = bi .

因此，xj =
dj
d

(j = 1, 2, . . . , n) 确为方程组 (1) 的解.

87 / 104



接下来证明解的 唯一性. 设 (c1, . . . , cn) 是一个解, 则对每个 i = 1, . . . , n，有

n∑
j=1

aijcj = bi . (7)

取系数矩阵第 k 列的代数余子式 A1k ,A2k , . . . ,Ank，用它们分别乘 (7) 中的 n 个等式

Aik

n∑
j=1

aijcj = biAik , i = 1, . . . , n.

将这 n 个等式相加，得
n∑

i=1

Aik

n∑
j=1

aijcj =

n∑
i=1

biAik . (8)
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利用恒等式
n∑

i=1

Aik

n∑
j=1

aijcj =

n∑
i=1

biAik (8)

左边 =

n∑
j=1

cj

( n∑
i=1

aijAik

)
利用代数余子式的正交性

n∑
i=1

aijAik =

d j = k

0 j ̸= k

整个和式简化为 d · ck .

右边 =

n∑
i=1

biAik

这正是将原行列式 d = det(aij) 的第 k 列替
换为 (b1, . . . , bn) 后按第 k 列展开的结果.

因此,
n∑

i=1

biAik = dk .

从而由 (8) 得 d ck = dk 即 ck =
dk
d
（d ̸= 0）.

因此，若解存在，则必为
(d1

d , d2
d , . . . , dn

d
)
. 即方程组 至多有一个解.
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例
求解线性方程组 

x1 + x3 + 3x4 = 1,

x1 + 2x2 + x3 + 4x4 = 4,

x1 x2 + 3x3 + x4 = 3,

x1 − x2 + 2x3 + x4 = 3.

解 线性方程组的系数行列式

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 3

1 2 1 4

1 1 3 1

1 −1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 ̸= 0,

故可以应用 Cramer 法则.
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由于

d1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 3

4 2 1 4

3 1 3 1

3 −1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −56, d2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 3

1 4 1 4

1 3 3 1

1 3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −8,

d3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 3

1 2 4 4

1 1 3 1

1 −1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 16, d4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1

1 2 1 4

1 1 3 3

1 −1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 13,

所以, 线性方程组的唯一解为

x1 = 56, x2 = 8, x3 = −16, x4 = −13.
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注
(1) Cramer 法则只适用于方程个数与未知量个数相等且系数行列式非零的线性方程组,
至于一般的线性方程组的求解问题是后面一章的内容.

(2) 用此法计算量太大, 但在理论上非常重要.
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齐次线性方程组

定理 5
• 如果齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0.

(10)

的系数行列式 d ̸= 0, 那么它只有零解.

• 换句话说, 如果线性方程组 (10) 有非零解, 那么必有 d = 0.
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齐次线性方程组

例
若齐次线性方程组 

x1 + x2 + λ x3 = 0,

x1 + λ x2 + x3 = 0,

λ x1 + x2 + x3 = 0,

有非零解, 则 λ =?
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解 由定理 6, 如果线性方程组有非零解, 那么系数行列式

|A| = (λ+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 λ 1

λ 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1

0 λ− 1 1

λ− 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 2)(λ− 1)2 = 0,

那么 λ = −2 或 1.
易证 λ = −2 或者 1 时, 线性方程组确实有非零解.
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§8 Laplace 展开定理

定义
在一个 n 阶行列式 d 中, 对于 1 ≤ k ≤ n，

• 任意选定 k 行（设行指标分别为 i1, i2, . . . , ik）及 k 列（设行指标分别为 j1, j2, . . . , jk）
位于这些行和列的交点上的 k2 个元素按照原来的相对位置组成一个 k 阶行列式 M ,
称为行列式 d 的一个k 级子式.

• 在 D 中划去这 k 行 k 列后余下的元素按照原来的相对位置组成的 n − k 阶行列式 M ′

称为余子式, 而 (−1)i1+i2+···+ik+j1+j2+···+jk M ′ 称为 M 的代数余子式.
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例 1
在行列式

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 1 −4

0 −1 2 1

0 0 2 1

0 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
中选定第一、二行, 第二、四列, 得到一个二级子式

M1 =

∣∣∣∣∣ 2 −4

−1 1

∣∣∣∣∣ = −2,
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其余子式为

M ′
1 =

∣∣∣∣∣ 0 2

0 1

∣∣∣∣∣ = 0,

代数余子式为 (−1)1+2+2+4M ′
1 = −M ′

1 = 0.

选定第一、二行, 三、四列, 得到一个二级子式

M2 =

∣∣∣∣∣ 1 −4

2 1

∣∣∣∣∣ = 9,

其余子式为

M ′
2 =

∣∣∣∣∣ 0 0

0 0

∣∣∣∣∣ = 0,

代数余子式为 (−1)1+2+3+4M ′
2 = M ′

2 = 0.
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Laplace 展开定理

定理 6
设在行列式 d 中任意取定了 k (1 ≤ k ≤ n − 1) 个行（列）, 由这 k 行（列）元素所组成的
一切 k 级子式与它们对应的代数余子式的乘积的和等于行列式 D.

注
• n 阶行列式中位于 k 行（列）上的一切 k 级子式的个数为

C k
n =

n!
k!(n − k)!

=
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k!

• k = 1 时, Laplace 展开定理就是行列式的依行 (列) 展开定理.
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例 2
计算

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 3

1 2 1 4

0 1 3 1

1 −1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 取定第 1、2 两行, 在这两行上共有 C 2
4 = 6 个子式:

M1 =

∣∣∣∣∣ 1 0

1 2

∣∣∣∣∣ = 2, M2 =

∣∣∣∣∣ 1 1

1 1

∣∣∣∣∣ = 0, M3 =

∣∣∣∣∣ 1 3

1 4

∣∣∣∣∣ = 1,

M4 =

∣∣∣∣∣ 0 1

2 1

∣∣∣∣∣ = −2, M5 =

∣∣∣∣∣ 0 3

2 4

∣∣∣∣∣ = −6, M6 =

∣∣∣∣∣ 1 3

1 4

∣∣∣∣∣ = 1.
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它们对应的代数余子式为

A1 = (−1)1+2+1+2M ′
1 =

∣∣∣∣∣ 3 1

2 1

∣∣∣∣∣ = 1, A2 = (−1)1+2+1+3M ′
2 = −

∣∣∣∣∣ 1 1

−1 1

∣∣∣∣∣ = 2,

A3 = (−1)1+2+1+4M ′
3 =

∣∣∣∣∣ 1 3

−1 2

∣∣∣∣∣ = 5, A4 = (−1)1+2+2+3M ′
4 =

∣∣∣∣∣ 0 1

1 1

∣∣∣∣∣ = −1,

A5 = (−1)1+2+2+4M ′
5 = −

∣∣∣∣∣ 0 3

1 2

∣∣∣∣∣ = 3, A6 = (−1)1+2+3+4M ′
6 =

∣∣∣∣∣ 0 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −1.

由 Laplace 展开定理, 得

D = M1A1 + M2A2 + M3A3 + M4A4 + M5A5 + M6A6 = −10.
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例 3 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k 0 · · · 0
...

...
...

...

ak1 · · · akk 0 · · · 0

c11 · · · c1k b11 · · · b1r
...

...
...

...

cr1 · · · crk br1 · · · brr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1k
...

...

ak1 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 · · · b1r
...

...

br1 · · · brr

∣∣∣∣∣∣∣∣
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例 4
计算行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0 1 0

b11 x1 b12 x2 b13 x3
a1 0 a2 0 a3 0

b21 x2
1 b22 x2

2 b23 x2
3

a2
1 0 a2

2 0 a2
3 0

b31 x3
1 b32 x3

2 b33 x3
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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例 5
计算行列式

D2n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b
. . . . . .

a b
b a

. . . . . .

b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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