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• 在讨论问题时，应首先明确所考虑的数的范围；不同范围内同一问题的答案可能不同. 例如方
程 x2 + 1 = 0 在实数域 R 与复数域 C 中的解集不同.

• 常见的数集：Q、R、C.
• 这些数集的共同代数性质：对加、减、乘、除（除数不为 0）运算封闭.
• 为统一具有这些代数性质的集合，引入一个抽象的数学对象——数域（Field）.

定义 (数域)
设 P 是复数集的一个子集，且 0, 1 ∈ P. 若对任意 a, b ∈ P 有：

a + b, a − b, ab ∈ P, 且在b 6= 0 时
a
b
∈ P,

则称 P 为一个数域.

(1) 简而言之：在加、减、乘、除（除数不为 0）运算下封闭并包含 0、1 的集合称为数域.
(2) 因此任何数域都包含 0 与 1.

例子
有理数集 Q、实数集 R、复数集 C 都是数域；而整数集 Z、自然数集 N 都不是数域.
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数集的封闭性举例

问题 1
所有奇数组成的数集, 对于加、减、乘、除四种
运算, 哪些是封闭的？

解答 1
所有奇数组成的数集

• 乘法封闭, 例如 3× 5 = 15；

• 加法不封闭, 例如 3 + 5 = 8；

• 减法不封闭, 例如 9− 5 = 4；

• 除法不封闭, 例如 3÷ 5 = 3
5 .

问题 2
某个数的整倍数所组成的数集, 对于加、减、乘、
除四种运算, 哪些是封闭的？

解答 2
某个数的整倍数组成的数集（如所有 3 的倍数）

• 加法封闭, 例如 3 + 6 = 9；

• 减法封闭, 例如 9− 6 = 3；

• 乘法封闭, 例如 3× 6 = 18；

• 除法不封闭, 例如 6÷ 3 = 2.
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这两个数集都不是数域, 因为它们对四种基本运算都不封闭.
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例 1
所有形如 a + b

√
2 (a, b 为有理数) 的数构成的集合, 记为 Q(

√
2), 是一个数域.

证明 加法单位元 0 = 0 + 0
√
2 和乘法单位元 1 = 1 + 0

√
2 均在集合内.

设 α = a + b
√
2 和 β = c + d

√
2 是 Q(

√
2) 中的任意两个元素.

1 加减与乘法封闭性： α± β = (a ± c) + (b ± d)
√
2 ∈ Q(

√
2)

α · β = (ac + 2bd) + (ad + bc)
√
2 ∈ Q(

√
2)

2 除法封闭性：若 α = a + b
√
2 6= 0, 则其有理数共轭 a − b

√
2 也非零, 且它们的乘积

a2 − 2b2 6= 0 (因为
√
2 是无理数).

β

α
=

c + d
√
2

a + b
√
2
=

(c + d
√
2)(a − b

√
2)

(a + b
√
2)(a − b

√
2)

=
ac − 2bd
a2 − 2b2︸ ︷︷ ︸

∈Q

+
ad − bc
a2 − 2b2︸ ︷︷ ︸

∈Q

√
2 ∈ Q(

√
2)

因此, Q(
√
2) 是一个数域.
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例 1
所有形如 a + b

√
2 (a, b 为有理数) 的数构成的集合, 记为 Q(

√
2), 是一个数域.

思考：下列集合是否构成数域？

情况一：系数扩展为复数 C

S1 = {a + b
√
2 | a, b ∈ C}

情况二：系数限缩为整数 Z

S2 = {a + b
√
2 | a, b ∈ Z}

答案与解析

是数域

• 该集合 S1 就是复数域 C 本身.
• 因为对于任意复数 z ∈ C, 总可以取

a = z, b = 0 来表示, 所以 S1 = C.

不是数域

• 该集合 S2 对除法运算不封闭.
• 反例：2 ∈ S2 (当 a = 2, b = 0 时), 但它的乘
法逆元 1

2 无法写成 a, b 均为整数的形式.
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性质
任何数域包含有理数域作为它的一部分.

证明 设 P 为一个数域.

• 由定义知 1 ∈ P,
• 又 P 对加法封闭知：1 + 1 = 2, 1 + 2 = 3, · · · , P 包含所有自然数；
• 由 0 ∈ P 及 P 对减法的封闭性知：P 包含所有负整数, 因而 P 包含所有整数；
• 任何一个有理数都可以表为两个整数的商, 由 P 对除法的封闭性知：P 包含所有有理数.
即任何数域都包含有理数域作为它的一部分.
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§2 一元多项式

多项式理论是高等代数的重要组成部分.

• 它不仅涵盖了初等代数中的基本内容, 一次多项式 ax + b, 二次多项式 x2 + ax + b 等,
• 更为高等代数中的核心概念与理论提供了坚实的基础.
• 多项式理论中的一些重要定理与方法, 在后续数学理论的学习以及实际问题的求解中具有广泛
而深远的应用. 例如,

• 在数学分析中, 著名的魏尔斯特拉斯逼近定理指出：任意闭区间上的连续函数都可以用多项式函数一
致逼近；

• 在常微分方程中, 线性微分方程的求解往往依赖于其对应的特征多项式；
• 在代数几何中, 多项式方程组的零点集（即解集）构成了该领域的基本研究对象；
• 在理论计算机科学中, “多项式时间算法”是衡量算法效率的重要标准之一. .

本章介绍一元多项式的基本理论.

8 / 101



一、一元多项式的有关概念

设 P 是一个数域, x 是未定元, n 为非负整数. 形式表达式

anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

其中 a0, a1, . . . , an ∈ P, 称为系数在数域 P 中的一元多项式, 简称为数域 P 上的一元多项式.

• 符号 x 可以是为未知数, 也可以是其它待定事物.
• 习惯上记为 f (x), g(x), . . . 或 f , g, . . .
• 上述形式表达式可写为 f (x) =

∑n
i=0 aix i .

• 这里 aix i 称为 i 次项, ai 称为 i 次项系数.

• 多项式相等 ——f (x) = g(x)⇔ 同次项的系数全相等（系数为零的项除外）
• 零多项式 ——系数全为 0 的多项式
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• 若 an 6= 0, 则称 anxn 为 首项（或 最高次项）.
若 an = 1, 则称 f (x) 为 首一多项式.

• 多项式 f (x) 的 次数 定义为它的最高次项对应的幂次, 记作 deg f (x).
• 零多项式不定义次数.

• 1

x
是多项式吗？
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二、多项式的运算

设 f (x), g(x) 为数域 P 上的一元多项式, 不妨令

f (x) =
n∑

i=0

aix i , g(x) =
m∑

j=0

bjx j

• 加法：f (x)± g(x) =
∑n

i=0 (ai ± bi) x i , 若 n ≥ m
• 乘法： f (x)g(x) = anbmxn+m + (anbm−1 + an−1bm) xn+m−1 + · · ·+ a0b0

=

n+m∑
k=0

(a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0) xk =

n+m∑
k=0

( k∑
i=0

aibk−i

)
xk

由此可得：数域 P 上的多项式经过加、减、乘运算后, 所得结果仍然是数域 P 上的多项式.

例 f (x) = 2x2 + 3x − 1, g(x) = x3 + 2x2 − 3x + 2,

11 / 101



例 f (x) = 2x2 + 3x − 1, g(x) = x3 + 2x2 − 3x + 2, 则

f (x) + g(x) =
(
2x2 + 3x − 1

)
+
(
x3 + 2x2 − 3x + 2

)
= x3 + 4x2 + 1

f (x)− g(x) =
(
2x2 + 3x − 1

)
−
(
x3 + 2x2 − 3x + 2

)
= −x3 + 6x − 3

f (x)g(x) =
(
2x2 + 3x − 1

) (
x3 + 2x2 − 3x + 2

)
= 2x5 + 7x4 − x3 − 7x2 + 9x − 2
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三、多项式运算后的次数关系及次数定理

设
f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

g(x) = bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0,

且 an 6= 0, bm 6= 0.

⊮. 对于多项式的和与差, 当 f (x)± g(x) 6= 0 时, 运算后的次数关系为

deg f (x)± g(x) ≤ max{deg f (x), deg g(x)}.

⊭. 对于多项式的乘法, 若 f (x) 6= 0, g(x) 6= 0, 则 f (x)g(x) 6= 0, 并且

deg f (x)g(x) = deg f (x) + deg g(x).

此外, 乘积的首项系数等于因子首项系数的乘积, 即 anbmxn+m 是 f (x)g(x) 的首项.
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四、多项式的运算规律

设 f (x), g(x), h(x) 为数域 P 上的一元多项式, 则

(1) 加法交换律：
f (x) + g(x) = g(x) + f (x)

(2) 加法结合律：
(f (x) + g(x)) + h(x) = f (x) + (g(x) + h(x))

(3) 乘法交换律：
f (x)g(x) = g(x)f (x)

(4) 乘法结合律：
(f (x)g(x))h(x) = f (x)(g(x)h(x))

(5) 乘法对加法的分配律：
f (x)(g(x) + h(x)) = f (x)g(x) + f (x)h(x)

(6) 乘法消去律：若 f (x)g(x) = f (x)h(x) 且 f (x) 6= 0, 则 g(x) = h(x).
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（6）乘法消去律：若 f (x)g(x) = f (x)h(x) 且 f (x) 6= 0, 则 g(x) = h(x).

证明 因为 f (x)g(x) = f (x)h(x), 故由分配律可得 f (x)[g(x)− h(x)] = 0.

由于 f (x) 6= 0, 那么 g(x)− h(x) = 0, 即 g(x) = h(x).

从上述性质可以看出, 多项式与整数有很多相似之处：

• 都有加法、减法和乘法三种运算,
• 加法和乘法也满足交换律、结合律和分配律等.

定义
数域 P 上的一元多项式的全体, 称为数域 P 上的一元多项式环, 记作 P[x], P 称为 P[x] 的系数域.
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§3 整除的概念

与整数的运算一样, 我们要讨论多项式的除法问题.

考虑这一问题是为了进一步讨论多项式的因式分解.

自本节开始, 我们总是在某一固定数域 P 上讨论多项式.

• 在多项式理论中, 两个多项式可以作加、减、乘等运算, 是否有除法?

除法运算并不是普遍可以作的, 如 x+1
x 不是多项式, 即 x+1

x /∈ P[x].
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回忆在整数中, 除法也并非处处可行.

具体来说, 任意两个整数 a, b 不一定有 b 整除 a, 但在整数中当 b 6= 0 时, 存在唯一的整数 q, r , 使得

a = bq + r , 0 ≤ r < |b|.

• 在多项式理论中, 两个多项式是否有带余除法?
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一、带余除法

带余除法
对于数域 P 上的任意两个多项式 f (x) 与 g(x), 只要 g(x) 6= 0, 一定有 P[x] 中的多项式 q(x), r(x)
存在, 使得

f (x) = q(x)g(x) + r(x) (1)

成立, 其中 deg r(x) < deg g(x) 或者 r(x) = 0, 并且这样的 q(x), r(x) 是唯一的.

注
(1) 带余除法 (1) 中的
• q(x) 称为 g(x) 除 f (x) 所得的商式,
• r(x) 称为 g(x) 除 f (x) 所得的余式.

(2) 此法实际上是“首项除首项”的方法.
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证明 (存在性) 若 f (x) = 0, 取 q(x) = r(x) = 0 即可.

以下设 f (x) 6= 0. deg f (x)) = n, deg g(x) = m.

对 f (x) 的次数 n 作数学归纳法.

当 n < m 时, 取 q(x) = 0, r(x) = f (x), 有 f (x) = q(x)g(x) + r(x), 结论成立.

当 n ≥ m 时, 假设次数小于 n 时结论成立.

以下证明次数为 n 时结论也成立.

设 f (x), g(x) 的首项分别为 anxn 及 bmxm. 令

f1(x) = f (x)− b−1
m anxn−mg(x)

注意到 b−1
m anxn−mg(x) 与 f (x) 有相同的首项, 可知 deg f1(x) < n 或 f1(x) = 0.

对于后者, 取 q(x) = b−1
m anxn−m, r(x) = 0.
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对于前者, 由归纳假设及 (1), 对于 f1(x), g(x), 必有 q1(x), r1(x) 存在, 使得

f1(x) = q1(x)g(x) + r1(x),

其中 deg r1(x) < deg g(x) 或者 r1(x) = 0.

于是
f (x) = f1(x) + b−1

m anxn−mg(x) = [q1(x) + b−1
m anxn−m]g(x) + r1(x),

故可取 q(x) = q1(x) + b−1
m anxn−m, r(x) = r1(x), 就能使得

f (x) = q(x)g(x) + r(x),

其中 deg r(x) < deg g(x) 或 r(x) = 0.

由第二数学归纳法原理, 存在性得证.
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(唯一性) 若还有 q′(x), r ′(x) ∈ P[x], 使

f (x) = q′(x)g(x) + r ′(x),

其中 deg r ′(x) < deg g(x) 或 r ′(x) = 0.

则
q(x)g(x) + r(x) = q′(x)g(x) + r ′(x),

即
(q(x)− q′(x)) g(x) = r ′(x)− r(x).

（反证）假设 q(x) 6= q′(x). 由假设 g(x) 6= 0 可知 r ′(x)− r(x) 6= 0 且

deg (q(x)− q′(x)) + deg g(x) = deg (r ′(x)− r(x)) ,

但与 deg g(x) > deg (r ′(x)− r(x)) 矛盾.

因此, q(x) = q′(x), r ′(x) = r(x).

21 / 101



例 1
设 f (x) = 3x3 + 4x2 − 5x + 6, g(x) = x2 − 3x + 1, 求 g(x) 除 f (x) 所得的商式和余式.

解 x2 − 3x + 1 3x3 +4x2 −5x +6 3x + 13

3x3 −9x2 +3x
13x2 −8x +6

13x2 −39x +13

31x −7

f (x) = q(x)g(x) + r(x)

• 回顾正整数的带余除法, 我们只需会计算, 而很少有人会怀疑计算过程的合理性, 也并不知道或
者没有想过为什么计算结果一定是唯一的!

• 这些理论性的问题在数学研究中是必不可少的, 我们经常会遇到一些研究对象的存在唯一性问
题 (如最大公因式), 需要给出严格的理论证明从而使下一步的研究建立在一个坚实的基础上.
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二、整除的概念

定义 (整除)
• 设 f (x), g(x) ∈ P[x], 如果存在多项式 h(x) ∈ P[x], 使

f (x) = h(x)g(x)

则称 g(x) 整除 f (x), 记为 g(x) | f (x).
• 当 g(x) | f (x) 时, 称 g(x) 为 f (x) 的因式, f (x) 为 g(x) 的倍式.
• 当 g(x) 不能整除 f (x) 时, 记为 g(x) ∤ f (x).

注
(1) 任意多项式 f (x) 能整除其自身及零多项式.
(2) 若 0 | f (x), 则必有 f (x) = 0.
(3) 零次多项式 a ( 6= 0) 能整除任意多项式 f (x), 这是因为 f (x) = a(a−1f (x)).
(4) 当 g(x) 6= 0 且 g(x) | f (x) 时, g(x) 除 f (x) 所得商有时可记为

f (x)
g(x)

.
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定理 1 (整除的判别)
设 f (x), g(x) ∈ P[x], g(x) 6= 0, 则 g(x) | f (x) ⇔ g(x) 除 f (x) 的余式为零.

证明 ⇐ 若余式 r(x) = 0, 则
f (x) = q(x)g(x),

即 g(x) | f (x).

⇒ 若 g(x) | f (x), 则
f (x) = q(x)g(x) = q(x)g(x) + 0

即 r(x) = 0.
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三、整除的性质

性质 1
f (x) | g(x) 且 g(x) | f (x) ⇔ f (x) = c g(x), 其中 c 为数域 P 中的一个非零常数.

由此可得：

f (x) 与其任一非零常数倍 cf (x) 有完全相同的因式及倍式, 故在讨论中必要时可互相替代.

性质 2
若 f (x) | g(x), g(x) | h(x), 则 f (x) | h(x). (传递性)
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性质 3
如果 f (x) | gi(x), i = 1, 2, · · · , r , 那么

f (x) | (u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x) + · · ·+ ur(x)gr(x)) ,

其中 ui(x) 是数域 P 上任意的多项式．

证明 由 gi(x) = hi(x)f (x), i = 1, 2, · · · , r , 即得
u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x) + · · ·+ ur(x)gr(x)

= (u1(x)h1(x) + u2(x)h2(x) + · · ·+ ur(x)hr(x)) f (x).

通常, u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x) + · · ·+ ur(x)gr(x) 称为多项式 g1(x), g2(x), · · · , gr(x) 的一个组合．
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由于我们会考虑不同的数域, 而一些数域之间有包含关系, 因此, 一些多项式可以看作不同数域上的
多项式, 比如有理多项式可以看作任意其他数域上的多项式.

那么自然就有一个问题：我们之前以及之后考虑的很多问题, 如整除、带余除法以及后文的最大公因
式、因式分解等是否与数域有关? 这是我们随时需要关注的.

现在, 从带余除法的过程可以得到如下命题.

性质 4：两个多项式的整除关系在数域的扩大下保持不变
设 P,P 都是数域, 且 P ⊆ P ．又设 f (x), g(x) ∈ P[x] ⊆ P[x], g(x) 6= 0 , 则作为 P[x] 和 P[x] 中的多
项式, g(x) 除 f (x) 的商与余式是一样的．
特别地, 在 P|x| 中 g(x) | f (x) ⇔ 在 P[x] 中 g(x) | f (x) ．
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§4 最大公因式

• 对于多项式的研究与整数的研究是类似的, 适当进行比较是有益的.
• 有兴趣的同学不妨尝试一下补充整数中类似结论的理论证明.
• 这样的类比工作有助于找到一些研究对象的共性, 从而在统一的层面上理解它们并予以推广.

定义
设 f (x), g(x) ∈ P[x], 若有 d(x) ∈ P[x], 使 d(x)|f (x), d(x)|g(x),
则称 d(x) 为 f (x) 与 g(x) 的一个公因式.
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由于任意两个多项式总有公因式 (非 0 常数), 因此公因式中占有重要地位的 – 最大公因式.

定义
设 f (x), g(x) ∈ P[x]. 若有 d(x) ∈ P[x] 满足：
• d(x) 是 f (x), g(x) 的公因式;
• f (x), g(x) 的公因式全是 d(x) 的因式.

则称 d(x) 为 f (x) 与 g(x) 的一个最大公因式.

• 若将“最大公因式”定义为 f (x), g(x) 中次数最大的公因式, 则其存在性是显然的, 但唯一性并
不直观, 并且它与其他因式之间的关系仍需进一步探讨.

• 事实上, 这两种定义是等价的 (思考题).
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一、最大公因式的存在唯一性

规定 两个零多项式的最大公因式是零多项式.

性质 1 ——整除情形
若 g(x) | f (x), 则 g(x) 即为 f (x) 与 g(x) 的一个最大公因式.

• 任意多项式 f (x) 是 f (x) 与 0 的一个最大公因式.
• 任意多项式 f (x) 与 1 的最大公因式为零次多项式.
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性质 2 ——带余除法（核心）
设 f (x), g(x) ∈ P[x]. 如果等式

f (x) = q(x)g(x) + r(x), (∗)

成立, 则
• f (x), g(x) 和 g(x), r(x) 有相同的公因式.
• 若 d(x) 是 g(x), r(x) 的一个最大公因式, 则 d(x) 也是 f (x), g(x) 的最大公因式.

证明 由 (∗) 知, f (x) 是 g(x) 与 r(x) 的一个组合, 故若 φ(x)|g(x), φ(x)|r(x), 必有 φ(x) | f (x), 此即
g(x), r(x) 的公因式都是 f (x), g(x) 的公因式; 又由 (∗), 有 r(x) = f (x)− q(x)g(x)

故若 φ(x)|f (x), φ(x)|g(x), 必有 φ(x) 整除 f (x) 与 g(x) 的组合 r(x),

此即 f (x), g(x) 的公因式都是 g(x), r(x) 的公因式.

综上所述, f (x), g(x) 和 g(x), r(x) 有相同的公因式.
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定理 2 (最大公因式存在性定理)
对于 P[x] 中的两个多项式 f (x), g(x), 在 P[x] 中存在一个最大公因式 d(x) 且存在 u(x), v(x) ∈ P[x]
使

d(x) = u(x)f (x) + v(x)g(x) (贝祖等式)

说明
等式 d(x) = u(x)f (x) + v(x)g(x) 成立, d(x) 未必就是 f (x) 与 g(x) 的最大公因式.
例如 f (x) = x2 + 1, g(x) = x, u(x) = x, v(x) = x + 1, d(x) = 2x

(
x2 + 1

)
. 有

d(x) = u(x)f (x) + v(x)g(x)

但 f (x) 与 g(x) 无公因式, 故 d(x) 不是 f (x) 与 g(x) 的最大公因式.

32 / 101



证明 (存在性) (i) 如果 f (x), g(x) 有一个为零多项式, 比如 g(x) = 0, 则 f (x) 就是 f (x), g(x) 一个最
大公因式, 即 d(x) = f (x), 且

f (x) = 1 · f (x) + 1 · 0 = 1 · f (x) + 1 · g(x).

(ii) 一般情形：不妨设 g(x) 6= 0. 由带余除法, 用 g(x) 除 f (x), 得到商 q1(x), 余式 r1(x); 即

f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)

若 r1(x) = 0, 则 g(x) 为 f (x), g(x) 的一个最大公因式；

若 r1(x) 6= 0, 再用 r1(x) 除 g(x), 得到商 q2(x), 余式 r2(x);

又若 r2(x) 6= 0, 就用 r2(x) 除 r1(x), 得出商 q3(x), 余式 r3(x);

如此辗转相除下去, 则所得余式的次数不断降低, 即

deg g(x) > deg r1(x) > deg r2(x) > · · · ..

经有限次之后, 必有余式为零 (因次数有限).
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f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

· · · · · ·

ri−2(x) = qi(x)ri−1(x) + ri(x)

· · · · · ·

rs−3(x) = qs−1(x)rs−2(x) + rs−1(x)

rs−2(x) = qs(x)rs−1(x) + rs(x)

rs−1(x) = qs+1(x)rs(x) + 0

由最后一个等式可知, rs(x) 是 rs(x) 与 rs−1(x) 的一个最大公因式.

由引理知, rs(x) 也是 rs−1(x) 与 rs−2(x) 的一个最大公因式.

以此逐步上推 · · · · · ·

rs(x) 就是 f (x) 与 g(x) 的一个最大公因式.
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为得到定理结论中的等式, 由上面的倒数第二个等式, 我们有

rs(x) = rs−2(x)− qs(x)rs−1(x)

而由倒数第三式, 有
rs−1(x) = rs−3(x)− qs−1(x)rs−2(x)

带入上式, 消去 rs−1(x), 得到

rs(x) = (1 + qs(x)qs−1(x)) rs−2(x)− qs(x)rs−3(x)

以同样的方法逐个消去 rs−2(x), · · · · · · , r1(x), 并项后, 得到

rs(x) = u(x)f (x) + v(x)g(x)
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唯一性：设 d1(x), d2(x) 均为 f (x) 与 g(x) 的一个最大公因式, 下证 d1(x) 与 d2(x) 之间只相差一个
非零常因子.

因为 d1(x) 与 d2(x) 都是 f (x), g(x) 的最大公因式, 故有 d2(x) | d1(x) 且 d1(x) | d2(x)

从而 d1(x) = cd2(x),c 6= 0.

说明
• 定理中求最大公因式的方法称为辗转相除法或欧几里得算法(Euclidean Algorithm).
• 最大公因式在相差一个非零常数的意义下是唯一确定的.
• (f (x), g(x)) 是指 f (x) 与 g(x) 首项系数为 1 的最大公因式.
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例 1
f (x) = x4 + 3x3 − x2 − 4x − 3

g(x) = 3x3 + 10x2 + 2x − 3

求 (f (x), g(x)), 并求 u(x), v(x) 使

(f (x), g(x)) = u(x)f (x) + v(x)g(x)

辗转相除法可按下面的格式来作：

3x3 + 10x2 + 2x − 3 x4 + 3x3 − x2 − 4x − 3 1
3x − 1

9

x4 + 10
3 x3 + 2

3x2 − x = q1(x)

− 1
3x3 − 5

3x2 − 3x − 3

− 1
3x3 − 10

9 x2 − 2
9x + 1

3

r1(x) = − 5
9x2 − 25

9 x − 10
3

f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)
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− 27
5 x + 9 3x3 + 10x2 + 2x − 3 x4 + 3x3 − x2 − 4x − 3 1

3x − 1
9

= q2(x) 3x3 + 15x2 + 18x x4 + 10
3 x3 + 2

3x2 − x = q1(x)

−5x2 − 16x − 3 − 1
3x3 − 5

3x2 − 3x − 3

−5x2 − 25x − 30 − 1
3x3 − 10

9 x2 − 2
9x + 1

3

r2(x) = 9x + 27 r1(x) = − 5
9x2 − 25

9 x − 10
3

f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)
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− 27
5 x + 9 3x3 + 10x2 + 2x − 3 x4 + 3x3 − x2 − 4x − 3 1
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3x3 − 5
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−5x2 − 25x − 30 − 1
3x3 − 10

9 x2 − 2
9x + 1

3

r2(x) = 9x + 27 r1(x) = − 5
9x2 − 25

9 x − 10
3 − 5

81x − 10
81

− 5
9x2 − 5

3x = q3(x)

− 10
9 x − 10

3

− 10
9 x − 10

3

0

f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

r1(x) = q3(x)r2(x)
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因此
(f (x), g(x)) = 1

9
r2(x) = x + 3

由
f (x) = q1(x)g(x) + r1(x)

g(x) = q2(x)r1(x) + r2(x)

r1(x) = q3(x)r2(x)

可知
r2(x) = g(x)− q2(x)r1(x)

= g(x)− q2(x) (f (x)− q1(x)g(x))

= −q2(x)f (x) + (1 + q1(x)q2(x)) g(x)

=

(
27

5
x − 9

)
f (x) +

(
−9

5
x2 +

18

5
x
)

g(x)

于是, 令 u(x) = −1

9
q2(x) =

3

5
x − 1,

v(x) = 1

9
(1 + q1(x)q2(x)) = −1

5
x2 +

2

5
x,

就有
(f (x), g(x)) = u(x)f (x) + v(x)g(x).
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二、互素多项式

已知零次多项式是任意两个多项式的公因式.

现在讨论两个多项式 f (x) 与 g(x) 的公因式只有零次多项式时, f (x) 与 g(x) 的关系.

定义 (互素)
设 f (x) 与 g(x) 是数域 P 上两个多项式. 如果 (f (x), g(x)) = 1, 则称 f (x) 与 g(x) 互素.

互素的情况非常普遍且重要.
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定理 3 (多项式互素的判定定理)
F [x] 中两个多项式 f (x) 与 g(x) 互素 ⇔ 存在 u(x), v(x), 使得

u(x)f (x) + v(x)g(x) = 1.

证明 ⇒ 因为 f (x) 与 g(x) 互素, 即 (f (x), g(x)) = 1, 故由定理 3 得, 存在 u(x), v(x), 使得

u(x)f (x) + v(x)g(x) = 1.

⇐ 因为 1 是 f (x), g(x) 的一个公因式, 且 u(x)f (x) + v(x)g(x) = 1,

故对于任意的 h(x), 只要 h(x) | f (x), h(x) | g(x), 就可得出 h(x) | 1, 那么 (f (x), g(x)) = 1, 亦即 f (x)
与 g(x) 互素.

互素的条件就转化为易于操作的等式, 为我们处理问题提供了方便.
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例 2
判断 f (x) = x3 + x2 + 2x + 2 与 g(x) = x2 − 2x + 2 是否互素.

解 因为
f (x) = (x + 3)g(x) + 6x − 4,

g(x) = (
1

6
x − 2

9
)(6x − 4) +

10

9
,

所以 (f (x), g(x)) = 1.
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定理 4
如果 (f (x), g(x)) = 1, 且 f (x) | g(x)h(x), 那么

f (x) | h(x)
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三、多项式互素的性质

定理 4
如果 (f (x), g(x)) = 1 , 且 f (x) | g(x)h(x) , 那么

f (x) | h(x).

证明 由 (f (x), g(x)) = 1 可知, 有 u(x), v(x) 使

u(x)f (x) + v(x)g(x) = 1

等式两边乘 h(x) , 得
u(x)f (x)h(x) + v(x)g(x)h(x) = h(x)

因为 f (x) | g(x)h(x) , 所以 f (x) 整除等式左端, 从而

f (x) | h(x).
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推论
如果 f1(x) |g(x), f2(x)| g(x) , 且 (f1(x), f2(x)) = 1 , 那么

f1(x)f2(x) | g(x)

证明 由 f1(x) | g(x) 有
g(x) = f1(x)h1(x).

因为 f2(x) | f1(x)h1(x), 且 (f1(x), f2(x)) = 1 , 所以根据定理 4, 有 f2(x) | h1(x) , 即

h1(x) = f2(x)h2(x)

代人上式即得
g(x) = f1(x)f2(x)h2(x)

这就是说,
f1(x)f2(x) | g(x).
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简而言之, 辗转相除法就是持续使用带余除法．

而带余除法的过程与数域无关, 因此辗转相除法的过程也与数域无关．

于是我们有

性质
设 f (x), g(x) ∈ F[x] ⊆ F[x] , 则 f (x) 与 g(x) 在 F[x] 和 F[x] 中的最大公因式相等．

说明
需要注意的是最大公因式与数域无关, 并不意味着公因式也与数域无关．
例如, x2 + 1 与

(
x2 + 1

)2 的最大公因式是 x2 + 1 ,
但 x +

√
−1 是它们在复数域上的公因式, 而不是它们在有理数域上的公因式．
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多个多项式的最大公因式

定义
如果多项式 d(x) 满足以下两条：
(1) d(x) | fi(x), i = 1, 2, · · · , s,
(2) 若 φ(x) | fi(x), i = 1, 2, · · · , s, 则 φ(x) | d(x),
那么称 d(x) 为 f1(x), f2(x), · · · , fs(x) 的一个最大公因式.

设 d0(x) 为 f1(x), f2(x), · · · , fs−1(x) 的一个最大公因式,

则 (d0(x), fs(x)) 即为 f1(x), f2(x), · · · , fs−1(x), fs(x) 的最大公因式,

亦即可逐次利用辗转相除法来求出多个多项式的最大公因式. 由上所述,

性质
任意 s (s ≥ 2) 个多项式的最大公因式必定存在, 且能表示成该 s 个多项式的组合,
即存在 u1(x), u2(x), · · · , us(x), 使得

s∑
i=1

ui(x)fi(x) = d(x).
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定义
若 (f1(x), f2(x), · · · , fs(x)) = 1, 则称 f1(x), f2(x), · · · , fs(x) 互素.

性质
f1(x), f2(x), · · · , fs(x) 互素 ⇔ 存在 u1(x), u2(x), · · · , us(x), 使得

s∑
i=1

ui(x)fi(x) = 1.

多个多项式互素时, 其中的多项式未必两两互素. 如下面的三个多项式：

f1(x) = x2 + 3x + 2 = (x + 2)(x + 1),

f2(x) = x2 − x − 2 = (x − 2)(x + 1),

f3(x) = x2 − 4 = (x − 2)(x + 2).
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最小公倍式

定义
多项式 m(x) 称为多项式 f (x), g(x) 的一个最小公倍式, 如果
(1) f (x)|m(x), g(x)|m(x),
(2) f (x), g(x) 的任一公倍式都是 m(x) 的倍式.

我们以 [f (x), g(x)] 表示首项系数是 1 的那个最小公倍式.

最小公倍式与最大公因式密切相关.

性质
如果 f (x), g(x) 的首项系数都是 1, 那么 [f (x), g(x)] = f (x)g(x)

(f (x),g(x)) . (补充题)
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§5 因式分解定理

多项式理论中的一个重要问题是因式分解：将多项式表示为不可再分的因式的乘积.

因式分解不仅是代数运算的基础，也是研究多项式结构的重要工具.

在中学阶段，我们已掌握一些简单的因式分解方法，例如提公因式、平方差公式等.

但对于高次多项式，是否可以进一步分解，取决于其系数所在的数域 P. 例如：

x4 − 4
Q
= (x2 − 2)(x2 + 2) （有理数域中）
R
= (x −

√
2)(x +

√
2)(x2 + 2) （实数域中）

C
= (x −

√
2)(x +

√
2)(x +

√
2i)(x −

√
2i) （复数域中）

由此可见：

• 因式分解的结果依赖于系数所在的数域；
•“不可再分”的含义必须明确系数域后才能确定；
• 理解数域的作用，有助于更深入地研究多项式结构与代数性质.
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一、不可约多项式

在数学发展史中, 一个常用的思想方法是通过这些研究对象的相似性来推广已知的理论.

正如前文所述, 多项式和整数有很多类似之处, 正整数由素数、合数和 1 组成,

由算术基本定理每个大于 1 的正整数都可以唯一分解为素数的乘积 (如何证明?).

那么多项式理论中是否也有类似的概念和结论呢?

类似于素数的概念, 我们有

定义
• 数域 P 上一个次数 ≥ 1 的多项式 p(x) 称为 P 上的一个不可约多项式, 如果它不能表示成数域

P 上的两个次数均比它低的多项式的乘积;
• 否则, 即

p(x) = p1(x)p2(x),

其中 deg pi(x) < deg p(x), pi(x) ∈ P[x], i = 1, 2, 则称 p(x) 为数域 P 上的一个可约多项式.
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例 1
在有理数域 Q 上 x2 − 2 可约, 在实数域 R 上不可约.

注
(1) 多项式是否可约与所讨论的数域 P 有关.
(2) 在任意数域上一次多项式总是不可约的, 如 x, x + c 等.
(3) 零次多项式与 0 多项式不定义可约与不可约.
(4) 不可约多项式的因式只有两种：

• 非零常数,
• 自身的非零常数倍,

这两种因式称为平凡因式, 即不可约多项式只有平凡因式, 反之, 亦然.
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下面讨论不可约多项式的性质.

性质 1
设 p(x) 为数域 P 上的一个不可约多项式, 则 p(x) 与任意多项式 f (x) ∈ P[x] 只有两种关系：

p(x) | f (x) 或者 (p(x), f (x)) = 1.

定理 5
若不可约多项式 p(x) | f (x)g(x), 则 p(x) | f (x) 或者 p(x) | g(x).

推论
若不可约多项式 p(x) | f1(x)f2(x) · · · fs(x), 则 p(x) 必能整除 f1(x), f2(x), · · · , fs(x) 中的某一个.
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二、因式分解定理

因式分解及唯一性定理
• 数域 P 上任意一个次数 ≥ 1 的多项式 f (x) 都可以唯一地分解成数域 P 上一些不可约多项式的
乘积(也包括只有一个不可约因式的情况).

• 所谓唯一性是说, 如果有两个分解式

f (x) = p1(x) · · · ps(x) = q1(x) · · · qt(x),

那么必有 s = t, 并且适当排列因式的次序后, 有

pi(x) = ciqi(x), i = 1, 2, · · · , s,

其中 ci(i = 1, 2, · · · , s) 是 P 中一些非零常数.

此定理在理论上是非常重要的, 它是代数基本定理的基础.
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证明 先证明分解式的存在性. 对 deg f (x) 用第二数学归纳法.

若 deg(f (x)) = 1, 则 f (x) 为不可约的, 故 f (x) = f (x) 即为所求.

假设结论对于次数 < n 的多项式是成立的, 下证 deg(f (x)) = n 时结论也成立：

若 f (x) 不可约, 则 f (x) = f (x), 结论成立.

若 f (x) 可约, 则 f (x) 可以分解成两个次数都比它低的多项式的乘积, 即

f (x) = f1(x)f2(x), deg(fi(x)) < n, i = 1, 2,

由归纳假设, f1(x), f2(x) 都可以分解成一些不可约多项式的乘积, 即

f1(x) = p1(x) · · · pk(x), f2(x) = pk+1(x) · · · ps(x),

那么 f (x) = f1(x)f2(x) 就可以分解成

f (x) = p1(x) · · · pk(x)pk+1(x) · · · ps(x),

其中 pi(x) (1 ≤ i ≤ s) 均为不可约多项式. 由第二数学归纳法原理, 存在性得证.
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唯一性：设 f (x) = p1(x) · · · ps(x) = q1(x) · · · qt(x), 其中 pi(x), qj(x) 均为不可约多项式, 下证 s = t,
且适当排列因式的次序之后, 有 qi(x) = cipi(x), 1 ≤ i ≤ s.

对第一个分解式中因式的个数用第一数学归纳法.

当 s = 1 时, f (x) = p1(x) = q1(x) · · · qt(x), 而 p1(x) 不可约, 故 t = 1 且 p1(x) = q1(x) 成立.

假设 s = k − 1 时, 结论成立, 则 s = k 时, 有 f (x) = p1(x) · · · pk(x) = q1(x) · · · qt(x).

因为 p1(x) | q1(x) · · · qt(x), 由不可约多项式性质 (4) 得知, 存在 1 ≤ i ≤ t, 不妨设 i = 1, 使得
p1(x) | q1(x), 那么 q1(x) = p1(x)h(x).

因为 q1(x) 不可约, 故 h(x) = c1 ∈ F , 即 q1(x) = c1p1(x), 从而
p1(x)p2(x) · · · pk(x) = c1p1(x)q2(x) · · · qt(x). 由消去律可得 p2(x) · · · pk(x) = c1q2(x) · · · qt(x). 由归纳
假设 t − 1 = k − 1, 且 c1q2(x) = c′2p2(x), qi(x) = cipi(x), 2 < i ≤ k. 令 c−1

1 c′2 = c2, 则有 t = k, 且
qi(x) = cipi(x), i = 1, 2, · · · , k. 由数学归纳法原理, 唯一性得证. 　

注意：实际上, 对于一般的情况，不存在一个因式分解的普遍可行的方法.
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三、标准分解式

• 根据因式分解定理，任意次数大于零的多项式 f (x) 都可以唯一分解为若干不可约多项式的乘
积. 将 f (x) 的首项系数提出，使每个因式的首项系数均为 1，可表示为

f (x) = a p1(x) · · · ps(x),

其中 a 为首项系数，pi(x) 为首项系数为 1 的不可约多项式. 进一步将相同的不可约因式合并，
可得到

f (x) = a pk1
1 (x) · · · pkt

t (x),

其中 p1(x), . . . , pt(x) 互不相同，首项系数均为 1，ki 为相应指数.
• 这种形式称为 f (x) 的 标准分解式.
• 例子：考虑多项式 f (x) = 2x4 − 8x3 + 8x2. 首先提出首项系数 2：

f (x) = 2(x4 − 4x3 + 4x2) = 2x2(x2 − 4x + 4) = 2x2(x − 2)2.

于是 f (x) 的标准分解式为
f (x) = 2 · x2 · (x − 2)2,

其中 x 与 (x − 2) 为首项系数为 1 的不可约多项式.
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• 若 f (x) 的标准分解式为
f (x) = a0pm1

1 (x)pm2
2 (x) · · · pmr

r (x),

则 g(x) 为 f (x) 的因式 ⇔
g(x) = b0pn1

1 (x)pn2
2 (x) · · · pnr

r (x),

其中 b0 为 g(x) 的首项系数, 0 ≤ ni ≤ mi , i = 1, 2, · · · , r .
• 若两个多项式 f (x), g(x) 均已化为标准分解式, 则其最大公因式就很容易求了. 设

f (x) = apk1
1 (x) · · · pkr

r (x)qkr+1

r+1 (x) · · · qks
s (x),

g(x) = bpl1
1 (x) · · · plr

r (x)h
lr+1

r+1(x) · · · h
lt
t (x),

其中 pi(x) (1 ≤ i ≤ r), qj(x) (r + 1 ≤ j ≤ s), hu(x) (r + 1 ≤ u ≤ t) 均为首项系数为 1 的、互不
相同的不可约多项式, 那么

(f (x), g(x)) = pm1
1 (x) · · · pmr

r (x),

其中 mi = min{ki , li}, i = 1, 2, · · · , r .
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§6 重因式
定义
设 p(x) 是数域 P 上的一个不可约多项式, f (x) ∈ P[x], k 为非负整数.
若 pk(x) | f (x), 但是 pk+1(x) ∤ f (x), 则称 p(x) 是 f (x) 的一个k 重因式.
• k = 0 时, p(x) 不是 f (x) 的因式;
• k = 1 时, p(x) 是 f (x) 的一个单因式;
• k > 1 时, p(x) 称为 f (x) 的一个重因式.

性质
• 不可约多项式 p(x) 为 f (x) 的 k 重因式 ⇔ f (x) = pk(x)g(x), 其中 (p(x), g(x)) = 1.
• 若 f (x) 的标准分解式为

f (x) = cpk1
1 (x) · · · pks

s (x),

则 pi(x) 是 f (x) 的 ki 重因式, i = 1, 2, · · · , s, 其中 ki > 1 的那些不可约因式 pi(x) 为 f (x) 的重
因式.
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一、多项式的导数

定义
设 f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 是数域 P 上的一个多项式, 则
• 称

f ′(x) = nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + · · ·+ 2a2x + a1

为 f (x) 的一阶导数.
• f ′(x) 的一阶导数称为 f (x) 的二阶导数, 记为 f ′′(x),
· · · · · ·

• (f (k−1)(x))′ 称为 f (x) 的k 阶导数, 记为 f (k)(x).

• 若 deg f (x) = n (n ≥ 1), 则

deg f ′(x) = n − 1, deg f ′′(x) = n − 2, · · · · · · , deg f (n)(x) = 0, f (n+1)(x) = 0.

如 f (x) = 3x3 − 2x2 + x − 5 的各阶导数分别为

f ′(x) = 9x2 − 4x + 1, f ′′(x) = 18x − 4, f ′′′(x) = 18, f (4)(x) = 0.
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导数的基本公式
(1) (f (x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x),
(2) (c · f (x))′ = c · f ′(x),
(3) (f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x),
(4) (f m(x))′ = mf m−1(x)f ′(x).

例
设 f (x) = pk(x)g(x), 求 f ′(x)

解
f ′(x) = (pk(x))′g(x) + pk(x)g′(x)

= kpk−1(x)p′(x)g(x) + pk(x)g′(x)

= pk−1(x)(kp′(x)g(x) + p(x)g′(x)).
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二、重因式的性质

定理 6
• 如果不可约多项式 p(x) 是 f (x) 的一个 k 重因式 (k ≥ 1), 则 p(x) 是 f ′(x) 的一个 k − 1 重因式.
• 特别地, f (x) 的单因式不是 f ′(x) 的因式.

推论 1
不可约多项式 p(x) 是 f (x) 的一个 k(≥ 1) 重因式
⇔ p(x) 是 f (x), f ′(x), . . . , f (k−1)(x) 的因式, 但不是 f (k)(x) 的因式.

证明 因为 p(x) 是 f (x) 的一个 k 重因式, 故由定理 6 , p(x) 是 f ′(x) 的一个 k − 1 重因式, · · · , 是
f (k−2)(x) 的一个 2 重因式, 也是 f (k−1)(x) 的一个单因式, 进而它不是 [f (k−1)(x)]′ = f (k)(x) 的因式.

反之, 因为 p(x) 是 f (x) 的因式, 不妨设为 l 重因式.

由前所述, p(x) 为 f ′(x), f ′′(x), · · · , f (l−1)(x) 的因式, 但不是 f (k)(x) 的因式, 那么 k > l − 1, 即 k ≥ l.

又因为 p(x) 是 f ′(x), f ′′(x), · · · , f (k−1)(x) 的因式, 但不是 f (l)(x) 的因式, 所以 l ≥ k. 从而 l = k.
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推论 2
不可约多项式 p(x) 是 f (x) 的一个重因式 ⇔ p(x) 是 f (x) 与 f ′(x) 的一个公因式.

证明 ⇒ 因为 p(x) 是 f (x) 的一个重因式, 不妨设为 k 重因式, 则 k ≥ 2. 由定理 6 , p(x) 为 f ′(x) 的
一个 k − 1 重因式 (k − 1 ≥ 1), 故它是 f ′(x) 的一个因式. 那么 p(x) 是 f (x) 与 f ′(x) 的一个公因式.

⇐ 已知 p(x) 是 f (x) 与 f ′(x) 的一个公因式. 下证 p(x) 是 f (x) 的一个重因式：否则, p(x) 为 f (x)
的一个单因式, 由定理 6 , p(x) 不是 f ′(x) 的因式, 从而不是 f (x) 与 f ′(x) 的公因式, 矛盾. 所以 p(x)
是 f (x) 的一个重因式.

推论 3
多项式 f (x) 无重因式 ⇔ f (x) 与 f ′(x) 互素.

证明 ⇒ 反证法. 假设不可约多项式 p(x) 是 f (x) 与 f ′(x) 的一个公因式, 则由推论 2 知,p(x) 是
f (x) 的一个重因式. 与 f (x) 无重因式矛盾. 故 (f (x), f ′(x)) = 1.

⇐ 设 (f (x), f ′(x)) = 1, 假若 f (x) 有一个重因式 p(x), 则由推论 2 知, p(x) 是 f (x) 与 f ′(x) 的公因
式, 故 p(x) | 1, 这与 p(x) 是不可约多项式矛盾. 从而 f (x) 无重因式.
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三、分离重因式

下面介绍一个去掉重因式的有效方法, 称为分离重因式法.

命题
设 f (x) 的标准分解式为

f (x) = apr1
1 (x)pr2

2 (x) · · · prs
s (x), ri > 0, i = 1, 2, · · · , s,

则
f (x)

(f (x), f ′(x))
= ap1(x) · · · ps(x).

证明 由定理 6 可知, pi 是 f (x) 的 ri − 1 重因式. 因此, (f (x), f ′(x)) 的标准分解式为

pr1−1
1 (x) · · · prs−1

s (x).

这个多项式每个不可约因式只出现一次，故无重因式, 但与 f (x) 有完全相同的不可约因式.
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分离重因式法有助于分解因式.

例 1
求出 f (x) = x5 − x4 − 2x3 + 2x2 + x − 1 的标准分解式.

解 因为 f ′(x) = 5x4 − 4x3 − 6x2 + 4x + 1, 所以

(f (x), f ′(x)) = x3 − x2 − x + 1 = (x − 1)2(x + 1),

g(x) = f (x)
(f (x), f ′(x))

= (x − 1)(x + 1) = x2 − 1.

因此, x − 1, x + 1 分别为 f (x) 的 3 重和 2 重因式.

从而 f (x) = (x − 1)3(x + 1)2.
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例 2
a, b 应该满足什么条件, 才使得 f (x) = x3 + 3ax + b 有重因式?

解 因为 f ′(x) = 3x2 + 3a, 用 f ′(x) 除 f (x) 所得余式为 r1(x) = 2ax + b.

若 a = 0, 则 f (x) 有重因式 ⇔ r1(x) = 0, 即 a = b = 0. 此时 f (x) = x3 有重因式 x.

若 a 6= 0, 则 r1(x) 是一个 1 次多项式, 用 r1(x) 除 f ′(x), 得余式 r2(x) = 3a + 3b2

4a2 .

则此时 f (x) 有重因式 ⇔ r2(x) = 0, 即 4a3 + b2 = 0.

综上所述, f (x) 有重因式 ⇔ 4a3 + b2 = 0.
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例 3
设 f (x) ∈ P[x] 且 deg(f (x)) = n ⩾ 1，则 f ′(x) | f (x) ⇔ 存在 a, b ∈ P 使得 f (x) = a(x − b)n ．

证明 充分性 因为 f (x) = a(x − b)n ，所以 f ′(x) = na(x − b)n−1．故 f ′(x) | f (x).

必要性 因为 f ′(x) | f (x) ，所以可设 f (x) = 1
n f ′(x)(x − b) ，其中 b ∈ P．

于是 (f (x), f ′(x)) = 1
na f ′(x)，其中 a ∈ P 是 f (x) 的首项系数．因此,

f (x)
(f (x), f ′(x))

= a(x − b).

因为 f (x) 与 f (x)
(f (x),f ′(x)) 有完全相同的不可约因式，且 deg f (x) = n，故 f (x) = a(x − b)n ．
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§7 多项式函数

从不同的角度去理解同一数学对象, 这在数学研究中是相当重要的,

因为它不仅可以开阔思路, 更重要的是有可能发掘出表面不同的数学对象之间的本质联系.

这一节, 我们将考虑多项式的取值问题, 即利用函数的观点理解多项式.

设 f (x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 ∈ P[x], 用 c ∈ P 代替 x 得 f (c) = ancn + · · ·+ a1c + a0.

从而对于任意的 c ∈ P,P 中存在唯一的数 f (c) 与之对应, 即得 P 到自身的一个映射.

定义
由 P[x] 中一个多项式 f (x) 确定的 P 到 P 的映射：c 7−→ f (c) 称为数域 P 上的一个多项式函数.

设 f (x), g(x) ∈ P[x], c ∈ P, 由多项式的相等及加法、乘法定义可得

• 若 f (x) = g(x), 则 f (c) = g(c).
• 若 h1(x) = f (x)± g(x), h2(x) = f (x)g(x), 则 h1(c) = f (c)± g(c), h2(c) = f (c)g(c).
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定理 7 (余数定理)
用一次式 x − c 去除 f (x) 所得的余数等于 f (x) 在 x = c 处的函数值 f (c).

证明 由带余除法定理, 用 x − c 去除 f (x) 所得余式为常数 r , 商式设为 q(x), 则
f (x) = (x − c)q(x) + r . 取 x = c, 得 f (c) = (c − c)q(c) + r = r .

• 那么如何求 x − c 除 f (x) 所得的商式 q(x) 呢?

现设
f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

q(x) = bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0,

则由
f (x) = q(x)(x − c) + r = (bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0)(x − c) + r
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anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 =

bn−1xn + (bn−2 − cbn−1)xn−1 + · · ·+ (b1 − cb2)x2 + (b0 − cb1)x + r − b0c.

比较两端同次项系数可得

an = bn−1,

an−1 = bn−2 − cbn−1,
...

ak = bk−1 − cbk ,
...

a1 = b0 − cb1,
a0 = r − cb0,

⇒



bn−1 = an,

bn−2 = an−1 + cbn−1,
...

bk−1 = ak + cbk ,
...

b0 = a1 + cb1,
r = a0 + cb0.

这样, 欲求系数 bk−1, 只需前一个系数 bk 乘 c 再加上 ak 即可.

可由下表容易地求出

c an an−1 · · · a2 a1 a0

cbn−1 · · · cb2 cb1 cb0

bn−1 bn−2 · · · b1 b0 r此法称为综合除法.
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例 1
求 x + 3 除 f (x) = x4 + x2 + 4x − 9 所得商式及余数.

解 用综合除法：

−3 1 0 1 4 −9

−3 9 −30 78

1 −3 10 −26 69

故商式 q(x) = x3 − 3x2 + 10x − 26, 余数 r = 69.
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例 2
将 f (x) = x4 + x2 + 4x − 9 表示成 x + 3 的方幂和的形式.

解 −3 1 0 1 4 −9

−3 9 −30 78

1 −3 10 −26 69

−3 18 −84

1 −6 28 −110

−3 27

1 −9 55

−3

1 −12

f (x) = (x + 3)4 − 12(x + 3)3 + 55(x + 3)2 − 110(x + 3) + 69.
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定义
设 f (x) 是 F [x] 中的一个多项式, 而 c 为数域 P 中的一个数.
若 x = c 时, f (x) 的值 f (c) 等于 0, 那么 c 就叫做 f (x) 在 P 中的一个根.

以下结论将一次因式与根紧密地联系起来.

推论
c 为 f (x) 的一个根 ⇔ (x − c) | f (x).

证明 ⇒ 因为 c 是 f (x) 的一个根, 故 f (c) = 0. 但由余数定理, f (c) 为 x − c 除 f (x) 所得的余数 r ,
故 r = 0. 从而 (x − c) | f (x).

⇐ 因为 (x − c) | f (x), 所以 f (x) = (x − c)q(x) + 0, 故 f (c) = 0, 即 c 为 f (x) 的一个根.
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定义
若 x − c 是 f (x) 的一个 k 重因式, 则称 c 是 f (x) 的一个 k 重根 (k ≥ 1).
• k = 1 时, c 为 f (x) 的一个 单根;
• k > 1 时, c 为 f (x) 的一个 重根.

由定理 6 可知

性质
• 若 c 为 f (x) 的一个 k 重根, 其中 k > 1, 则 c 必为 f ′(x) 的一个 k − 1 重根.
• c 是 f (x) 的 k 重根的充要条件是 f (c) = f ′ (c) = · · · = f (k−1) (c) = 0，而 f (k) (c) 6= 0．

思考
如果 α 是 f ′(x) 的 m 重根，那么 α 是不是 f (x) 的 m + 1 重根？

75 / 101



定理 8
数域 P 上 n 次多项式 f (x) 在 P 中最多有 n 个根（k 重根按 k 个计算）.

证明 n = 0 时, f (x) 是零次多项式, 它在 P 上根的个数为 0, 命题成立.

n > 0 时, f (x) 为一个次数 > 0 的多项式, 由因式分解定理, f (x) 可以分解为 P 上一些不可约多项式
的乘积. 令 (x − c1), (x − c2), · · · , (x − cs) 是出现在 f (x) 的标准分解式中所有互不相同的一次式, 并
设它们的重数分别为 k1, k2, · · · , ks, 则

f (x) = (x − c1)k1(x − c2)k2 · · · (x − cs)
ks g(x),

其中 g(x) 无一次因式.

因此 f (x) 在 P 中的根只能是 c1, c2, · · · , cs, 它们的重数分别为 k1, k2, · · · , ks. 故由 (1) 式得
s∑

i=1

ki ≤ n = deg f (x).
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由上可知, 每个多项式函数都可由一个多项式来定义.

那么不同的多项式会不会定义出相同的函数呢?

下面的定理给出了一个否定的回答.

定理 9
设 f (x), g(x) 的次数不超过 n, 而它们对于 P 中 n + 1 个互不相同的数 c1, c2, · · · , cn+1 都有相同的
函数值, 即 f (ci) = g(ci), 1 ≤ i ≤ n + 1, 那么 f (x) = g(x).

证明 令 u(x) = f (x)− g(x), 欲证 f (x) = g(x), 只要证明 u(x) = 0. 因为

u(ci) = f (ci)− g(ci) = 0, 1 ≤ i ≤ n + 1,

故 u(x) 在 P 中至少有 n + 1 个根. 若 f (x) 6= g(x), 则 u(x) = f (x)− g(x) 6= 0, 那么由次数定理及

max{deg f (x), deg g(x)} ≤ n

得 deg u(x) ≤ n, 即 u(x) 是一个次数不超过 n 的多项式, 但它在 P 中至少有 n + 1 个根, 与定理 8

矛盾. 从而必有 u(x) = 0, 即 f (x) = g(x).

推论
设 P 是数域，f (x), g(x) ∈ P[x] ，则
f (x) = g(x) ⇔ f = g，即对任意 α ∈ F ，都有 f (α) = g(α) ．

注记
设 F = {0, 1} 是二元域．类似于数域的情形，可以定义 F 上的一元多项式环 F[x]．
此时，上面的命题不成立．例如，设 f (x) = x + 1, g(x) = x2 + 1 ∈ F[x]．
显然 f (x) 6= g(x)，但是 f = g ．
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§8 复系数与实系数多项式的因式分解

我们先来看一个具体例子，感受一下同一个多项式在不同数域上分解的差异：

x4 − 4
Q
= (x2 − 2)(x2 + 2)

R
= (x −

√
2)(x +

√
2)(x2 + 2)

C
= (x −

√
2)(x +

√
2)(x −

√
2i)(x +

√
2i)

• 在有理数域 Q 中，我们只能“看见”平方差分解；
• 进入实数域 R，平方项又可以继续分解，得到两个实根；
• 而到了复数域 C，连 x2 + 2 也不再“顽固”，它终于能彻底分解成一次因式.

由此可以直观体会到：多项式的分解形式取决于我们所处的数域.

• 在任意数域 P 上，多项式的根与因式之间的关系依然成立；
• 次数为 n 的多项式最多有 n 个根，但这些根能否“出现”，要看数域是否足够“宽”；
• 实数域与复数域各自拥有特殊的代数结构，因此值得我们单独研究.
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一、复系数多项式的因式分解

在复数域 C 上，有一个极其重要的结论——

代数基本定理
任意次数 ≥ 1 的复系数多项式在复数域 C 上至少有一个根.

• 这个定理最早由德国数学家高斯（Carl Friedrich Gauss, 1777–1855）严格证明.
• 他在 1797 年的博士论文中首次给出了证明思路，后来又多次改进，提供了不同的证明版本.
• 高斯被称为“数学王子”，他的工作不仅影响了代数学，也为整个数学体系奠定了严谨的基础.
• 在今后学习复变函数时，我们还会看到用更简洁、更优雅的方法证明这一深刻的结论.

我们知道，根与一次因式一一对应. 因此，代数基本定理也可以换一种等价而更直观的表述：

命题
任意次数 ≥ 1 的复系数多项式在复数域 C 上必定可以分解出一个一次因式.
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复系数多项式因式分解定理
每一个次数 ≥ 1 的复系数多项式在复数域上都能分解成一次多项式的乘积.

证明 只要证明在复数域上次数 ≥ 2 的多项式全是可约的. 设 deg f (x) ≥ 2, 由代数基本定理, f (x)
在复数域 C 中至少有一个根, 设 c 为其一个根, 即 f (c) = 0. 由根与一次式的关系可得 (x − c) | f (x).
故有 q(x), 使得 f (x) = (x − c)q(x), 即 f (x) 在复数域 C 上可约. 从而在复数域 C 上只有一次式才是
不可约多项式, 故任一次数 ≥ 1 的复系数多项式都可分解成一次多项式的乘积.
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复系数多项式因式分解定理
每一个次数 ≥ 1 的复系数多项式在复数域上都能分解成一次多项式的乘积.

性质
复系数多项式 f (x) 的标准分解式：

f (x) = a(x − c1)k1(x − c2)k2 · · · (x − cs)
ks ,

其中 c1, c2, · · · , cs 为复数, k1, k2, · · · , ks 为正整数.

设 deg f (x) = n. 当 n ≥ 1 时, 由 f (x) 的标准分解式及根与一次式的关系知, ci 为 f (x) 的 ki 重根,
且

s∑
i=1

ki = n. 因此,

命题
n 次多项式 f (x) 在复数域 C 上恰有 n 个根.
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下面讨论根与系数的关系. 在中学里有著名的韦达定理, 现在也来讨论此类问题.

设 f (x) = a0xn + a1xn−1 + · · ·+ an−1x + an

= a0(xn +
a1

a0
xn−1 + · · ·+ an−1

a0
x +

an

a0
)

= a0(x − α1)(x − α2) · · · (x − αn),

其中 a0 6= 0, 而 α1, α2, · · · , αn 为 f (x) 的 n 个根. 比较两端系数, 得

a1

a0
= −

n∑
i=1

αi ,

a2

a0
=

∑
1≤i<j≤n

αiαj ,

...
ak
a0

= (−1)k ∑
1≤i1<i2<···<ik≤n

αi1αi2 · · ·αik

...
an
a0

= (−1)nα1 · · ·αn.

它称为韦达公式.
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二、实系数多项式

虚根成对定理
如果实系数多项式 f (x) 有虚根 α, 则 α 的共轭数 α 必定是 f (x) 的一个根, 且 α 与 α 有相同的重数.

证明 设 f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0. 因为 α 是 f (x) 的一个根, 故 f (α) = 0, 即

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0.

两边取共轭, 得
an αn + an−1 αn−1 + · · ·+ a1 α+ a0 = 0.

又因为 ai ∈ R, 所以 ai = ai , 0 ≤ i ≤ n. 故有

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0,

即 f (α) = 0, 亦即 α 为 f (x) 的一个根, 从而

(x − α), (x − α) | f (x).

又 α 6= α, 故 (x − α, x − α) = 1, 那么 f (x) 可被 g(x) = (x − α)(x − α) = x2 − (α+ α)x + αα 整除.
由共轭数的性质易知, g(x) 的系数均为实数. 故存在 h(x) ∈ R[x], 使得 f (x) = g(x)h(x).
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实系数多项式的因式分解定理
每一个次数 ≥ 1 的实系数多项式在实数域 R 上, 都能唯一地分解成一次式与若干二次不可约多项式
的乘积.

证明 对多项式的次数用数学归纳法. 对于一次多项式, 结论显然成立.

假设结论对所有次数 < n 的多项式成立, 现对 n 次多项式 f (x) 讨论.

由代数基本定理, f (x) 在复数域 C 上至少有一个根 α.

• 若 α 为实数, 则 f (x) = (x − α)f1(x), 且 deg f1(x) < n.
由归纳假设, f1(x) 可分解为一次与二次不可约因式的乘积, 因此 f (x) 亦然.

• 若 α 为虚数, 则其共轭 α 也是 f (x) 的根, 且 α 6= α. 于是

f (x) = (x − α)(x − α)f2(x) = [x2 − (α+ α)x + αα]f2(x),

其中 g(x) = x2 − (α+ α)x + αα ∈ R[x], 且 g(x) 在 R 上不可约.
由归纳假设, f2(x) 可分解为一次与二次不可约因式的乘积, 因此 f (x) 亦然.

由数学归纳法原理, 结论得证.
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实系数多项式的因式分解定理
每一个次数 ≥ 1 的实系数多项式在实数域 R 上, 都能唯一地分解成一次式与若干二次不可约多项式
的乘积.

说明
设 f (x) = x2 + px + q ∈ R[x], 则 f (x) 在实数域 R 上不可约的充要条件是 p2 − 4q < 0.

性质
实系数多项式 f (x) 的标准分解式为：

f (x) = a(x − α1)
k1(x − α2)

k2 · · · (x − αs)
ks(x2 + p1x + q1)l1 · · · (x2 + prx + qr)

lr ,

其中 αi , pj , qj ∈ R, ki , lj 为正整数, 且 p2
j − 4qj < 0.
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• 满足 ωn = 1 的复数 ω 称为一个 n 次单位根, 它共有 n 个：

ωk = e 2kπ
n i = cos 2kπ

n
+ i sin 2kπ

n
, k = 0, 1, · · · ,n − 1.

• 因为任意 n 次单位根 ω 的模都是 1, 所以 ω · ω = 1.

例 1
求 xn − 1 分别在实数域 R 和复数域 C 上的分解式.

解 令 ω = cos 2π
n + i sin 2π

n 是一个 n 次单位原根, 则 ω0, ω1, · · · , ωn−1 为全部的 n 次单位根.

在复数域 R 上,
xn − 1 = (x − 1)(x − ω)(x − ω2) · · · (x − ωn−1).
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因为

ωk = cos 2kπ
n

− i sin 2kπ
n

= cos 2(n − k)π
n

+ i sin 2(n − k)π
n

= ωn−k ,

所以

(x − ωk)(x − ωn−k) = x2 − 2x cos 2kπ
n

+ 1

故在实数域 R 上, 当 n 为奇数时,

xn − 1 = (x − 1)[(x − ω)(x − ωn−1)] · [(x − ω2)(x − ωn−2)] · · · [(x − ω
n−1
2 )(x − ω

n+1
2 )]

= (x − 1)(x2 − 2x cos 2π
n

+ 1)(x2 − 2x cos 4π
n

+ 1) · · · · (x2 − 2x cos n − 1

n
π + 1).

当 n 为偶数时, 因为 ω
n
2ω

n
2 = ω

n
2ω

n
2 = 1. 所以, 有 ω

n
2 = ω

n
2 . 那么

ω
n
2 = (cos 2π

n
+ i sin 2π

n
)

n
2 = −1.

从而

xn − 1 = (x − 1)(x + 1)(x2 − 2x cos 2π
n

+ 1)(x2 − 2x cos 4π
n

+ 1) · · · (x2 − 2x cos n − 2

n
π + 1).
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§9 有理系数多项式

有理系数多项式的因式分解定理
每一个次数 ≥ 1 的有理系数多项式，都可以在有理数域 Q 上唯一地分解为若干不可约多项式的乘
积.

思考：在有理数域 Q 上，什么样的多项式才是不可约的？

回答这个问题并不容易. 这一点与实数域和复数域的情形不同：

• 在复数域 C 上，只有一次式是不可约的；
• 在实数域 R 上，只有一次式和某些二次式不可约；
• 而在有理数域 Q 上，不可约多项式的判定更为复杂.

为了研究有理系数多项式的不可约性，我们可以先将其因式分解问题转化为整系数多项式的因式分
解问题.
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一、本原多项式

定义
若一个非零的整系数多项式

g(x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0
的系数 bn, bn−1, · · · , b1, b0 没有异于 ±1 的公因数, 即它们互素, 则称 g(x) 为一个本原多项式.

如 2x4 + 3x3 + 4x2 + 6x + 8 是一个本原多项式, 4x2 + 6x + 8 不是本原多项式. 由定义可得

性质
在有理数域上任意一个非零多项式 f (x) 都可以表示成一个有理数与一个本原多项式的乘积, 且在相
差一个 ± 号的意义下表示法唯一.

例如
4

5
x2 − 2x +

2

3
=

2

15

(
6x2 − 15x + 5

)
.
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性质
在有理数域上任意一个非零多项式 f (x) 都可以表示成一个有理数与一个本原多项式的乘积, 且在相
差一个 ± 号的意义下表示法唯一.

证明 (存在性) 将 f (x) 的所有系数都写成既约分数, 并设 c 是 f (x) 的所有系数的分母的最小公倍
数, d 是 cf (x) 的系数的最大公因数. 则

f (x) = 1

c
[cf (x)] = d

c
φ(x),

其中 g(x) = cf (x) 是一个整系数多项式, 而 φ(x) 是一个本原多项式.

(唯一性) 假设 f (x) = rφ(x) = r1φ1(x), 其中 r , r1 ∈ Q, φ(x), φ1(x) 都是本原多项式.

设 r = d
c , r1 = d1

c1
都是既约分数, 其中 c, d, c1, d1 均为非零整数.

由 d
cφ(x) =

d1

c1
φ1(x), 即得 c1dφ(x) = cd1φ1(x) ≜ f1(x),

那么 f1(x) 是一个整系数多项式. 由于 φ(x) 与 φ1(x) 均为本原多项式, 故 c1d, cd1 均可看作 f1(x) 的
所有系数的最大公因数, 从而 c1d = ±cd1, 即 d

c = ±d1

c1
, 亦即 r = ±r1, 那么 φ(x) = ±φ1(x).

综上所述, 我们将有理系数多项式的因式分解问题转化为整系数多项式的因式分解问题.
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定理 10 (Gauss 引理)
两个本原多项式的乘积还是本原多项式, 即若

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 =
n∑

i=0
aix i ,

g(x) = bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0 =
m∑

j=0
bjx j

都是本原多项式, 则 h(x) = f (x)g(x) =
m+n∑
k=0

ckxk 也是一个本原多项式, 其中 ck =
∑

i+j=k
aibj .

证明 用反证法. 假设 h(x) 不是本原的, 即 h(x) 的各项系数的最大公因数 d > 1,

那么一定存在一个素数 p | d, 即 p 为 h(x) 的各项系数的一个公因数.

由 f (x) 是本原多项式, 知 p 不能整除 f (x) 的所有系数, 即 f (x) 至少有一个系数不能被 p 整除.

假设 ai 是序列 a0, a1, · · · , an 中第一个不能被 p 整除的系数, 即 p | a0, p | a1, · · · , p | ai−1, 但 p ∤ ai .

又由 g(x) 也是本原多项式, 故 p 不能整除 g(x) 的所有系数, 即 g(x) 至少有一个系数不能被 p 整除.
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现在考虑 h(x) 中 i + j 次项系数

ci+j =
∑

s+t=i+j
asbt = a0bi+j + a1bi+j−1 + · · ·+ ai−1bj+1 + aibj + ai+1bj−1 + · · ·+ ai+jb0.

因为 p | ci+j , p | a0, a1, · · · , ai−1, b0, b1, · · · , bj−1, 所以 p | aibj .

又 p 是一个素数, 故 p | ai 或 p | bj , 矛盾. 从而 h(x) 是一个本原多项式.
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定理 11
一个非零整系数多项式能分解成两个次数较低的有理系数多项式的乘积
⇔ 它能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积.

证明 ⇐ 显然. ⇒ 设 f (x) 是一个非零整系数多项式, f (x) = g(x)h(x), 其中 g(x), h(x) ∈ Q[x], 并且
max{deg g(x), deg h(x)} < deg f (x). 令

f (x) = af1(x), g(x) = sg1(x), h(x) = rh1(x),

其中 a ∈ Z, s, r ∈ Q, f1(x), g1(x), h1(x) 均为本原多项式. 则

f (x) = af1(x) = srg1(x)h1(x),

即 a
sr f1(x) = g1(x)h1(x). 因为 f1(x), g1(x), h1(x) 都是本原多项式, 由 Gauss 引理, g1(x)h1(x) 也是一

个本原多项式, 所以 a
sr = ±1, 即 sr = ±a, 故 sr 是一个非零整数. 从而

f (x) = srg1(x)h1(x) = [srg1(x)]h1(x),

即 f (x) 可以分解为两个次数都比它低的的整系数多项式的乘积.

此定理的证明过程中充分体现了 Gauss 引理的重要性.

若某整系数多项式能分解为两个低次数的有理系数多项式的乘积，则其分解式的系数可全取整数.

由此可得, 非零整系数多项式 f (x) 在有理数域 Q 上可约 ⇔f (x) 在整数环 Z 上可约.

推论
如果非零整系数多项式 f (x) = g(x)h(x), 其中 g(x) 是一个本原多项式, 那么 h(x) 一定是一个整系数
多项式.

证明 因为 g(x) 是一个本原多项式, 故在定理 11 的证明过程中, s = ±1. 那么 r = ±a 是一个非零
整数.

从而 h(x) = rh1(x) = ±ah1(x) 是一个整系数多项式.
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二、有理系数多项式的有理根的求法

定理 12
• 如果有理数 r

s (其中 s, r 互素) 是整系数多项式

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0

的一个有理根, 则必有 s | an, r | a0.
• 特别地, 当 an = 1 时, 有理根一定是整数根.

证明 因为有理数 r
s 是 f (x) 的一个有理根且 (r , s) = 1.

由根与一次因式的关系知, 在有理数域 Q 上, (x − r
s ) | f (x), 那么 (sx − r) | f (x).

故存在 g(x) ∈ Q[x], f (x) = (sx − r)g(x), 但 sx − r 是一个本原多项式,

那么由定理 11 的推论得知, g(x) 是一个整系数多项式.
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定理 12
• 如果有理数 r

s (其中 s, r 互素) 是整系数多项式

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0

的一个有理根, 则必有 s | an, r | a0.
• 特别地, 当 an = 1 时, 有理根一定是整数根.

设 g(x) = bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0,

其中 bi ∈ Z, i = 0, 1, . . . , n − 1, 则

f (x) = (sx − r)(bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0) = sbn−1xn + · · · − rb0.

比较首项与常数项的系数, 可得 an = sbn−1, a0 = −rb0, 从而 s | an, r | a0.

又 f (x) = (sx − r)g(x) = (x − r
s
)[s · g(x)] = (x − r

s
)f1(x),

因此, f1(x) 是一个整系数多项式.
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推论
首项系数为 1 的整系数多项式 f (x) 若有有理根, 则必为整数根.

设整系数多项式 f (x) 有有理根 r
s (其中 (r , s) = 1). 因为 s | 1, 所以 s = ±1. 故 r

s = ±r ∈ Z.

推论
整系数多项式的整数根必为常数项的因数.

例 1
证明多项式 f (x) = x3 − x + 2 在有理数域上不可约．

证明 若 f (x) 在有理数域上可约，则它至少有一个一次因式，也就是说，f (x) 有一个有理根．

但是，f (x) 的有理根只可能是 ±1,±2．直接验算可知，±1,±2 都不是 f (x) 的根．

故 f (x) 在有理数域上不可约．
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注记
设 f (x) 是有理系数多项式．
（1）当 deg f (x) = 1 时，f (x) 在有理数域上不可约，但是 f (x) 有有理根．
（2）若 2 ⩽ deg f (x) ⩽ 3 ，则 f (x) 在有理数域上不可约 ⇔ f (x) 没有有理根．
（3）当 deg f (x) > 3 时，如果 f (x) 在有理数域上不可约，那么 f (x) 没有有理根.
反之不然．

这是因为 f (x) 没有有理根，只能说 f (x) 没有一次因式，但是 f (x) 可能有次数大于 1 的
因式，f (x) 可能是可约的．例如，

(
x2 + 1

)2 没有有理根，但是它在有理数域上是可约的！
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例 2
求多项式 f (x) = 2x4 − 2x3 − 9x2 − 8x − 3 的有理根.

解 因为 2 的所有因数为 ±1,±2, 且 −3 的所有因数为 ±1,±3, 那么 f (x) 的有理根必在

{±1,±3,±1

2
,±3

2
}.

经检验, −1 和 3 是 f (x) 的有理根, 且

f (x) = (x + 1)(x − 3)(2x2 + 2x + 1).

例 3
求多项式 f (x) = 6x3 − 22x2 + 16x + 8 的有理根.

解 f (x) = 2(3x3 − 11x2 +8x +4). 因为 3 的所有因数为 ±1,±3, 且 4 的所有因数为 ±1,±2,±4, 那
么 f (x) 的有理根必在

{±1,±2,±4,±1

3
,±2

3
,±4

3
}.

经检验, −1 和 3 是 f (x) 的有理根, 且 f (x) = 2(3x +1)(x − 2)2. 因此, f (x) 所有的有理根为 − 1
3 , 2, 2.
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例 4
设 p 是一个奇素数, 证明多项式 f (x) = x3 − px + 1 在有理数域上不可约.

证明 用反证法. 假若 f (x) = x3 + px + 1 在有理数域 Q 上可约, 则 f (x) 必能分解成一个一次式与
一个二次式的乘积, 从而 f (x) 有有理根, 那么 f (x) 的有理根只能在 {±1} 中, 但

f (1) = 2 + p 6= 0, f (−1) = p 6= 0,

矛盾. 故 f (x) 在有理数域 Q 上不可约.

思考
当 b 取何值时, 整系数多项式 f (x) = x3 + bx + 1 在 Q 上可约?

因为 f (1) = 2 + b, f (−1) = −b,

所以只有当 b = −2 或 b = 0 时, f (x) = x3 − bx + 1 在有理数域上才可约.
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三、有理系数多项式不可约判别法

定理 13 (Eisenstein 判别法)
对于一个非零整系数多项式

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

如果存在一个素数 p, 使得
(1) p ∤ an, (2) p | an−1, an−2, · · · , a1, a0, (3) p2 ∤ a0,
则 f (x) 在有理数域 Q 上不可约.

证明 用反证法. 假设 f (x) 在有理数域 Q 上可约. 于是, f (x) 可分解成两个次数较低的整系数多项
式的乘积：f (x) = g(x)h(x), 其中 g(x), h(x) ∈ Z[x], 且

max{deg g(x), deg h(x)} < deg f (x).
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设 g(x) = bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0,

h(x) = clx l + cl−1x l−1 + · · ·+ c1x + c0,

则 f (x) = (bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0)(clx l + cl−1x l−1 + · · ·+ c1x + c0).

那么 an = bmcl , a0 = b0c0. 因为 p | a0, 即 p | b0c0, 而 p 是一个素数, 故 p | b0 或 p | c0.

但 p2 ∤ a0, 从而 p 不能同时整除 b0 和 c0. 设 p | b0, 但 p ∤ c0.

又因为 p ∤ an, 即 p ∤ bmcl , 所以 p ∤ bm, 从而 p 不能同时整除 g(x) 的各项系数.

假设 bk 是 b0, b1, · · · , bm 中第一个不能被 p 整除的系数,

即 p | b0, b1, · · · , bk−1, 但 p ∤ bk (显然 k ≤ m).

考察 f (x) 的 k 次项系数 ak = b0ck + b1ck−1 + · · ·+ bkc0,

由 p | ak , p | b0, b1, · · · , bk−1, 那么 p | bkc0. 而 p 为一个素数, 故 p | bk 或 p | c0, 矛盾.

从而 f (x) 在有理数域 Q 上不可约.
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Eisenstein 判别法
对于一个非零整系数多项式

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

如果存在一个素数 p, 使得
(1) p ∤ an, (2) p | an−1, an−2, · · · , a1, a0, (3) p2 ∤ a0,
则 f (x) 在有理数域 Q 上不可约.

说明
• 由 Eisenstein 判别法可知, 在有理数域 Q 上存在任意次数的不可约多项式.
如 xn + 2, 取 p = 2, 由 Eisenstein 判别法, 它在有理数域 Q 上不可约.

• Eisenstein 判别法的局限性：此法并非对一切整系数多项式都适用, 因为满足定理的素数 p 不总
是存在. 若找不到适当的素数 p, 则 f (x) 的可约性就无法确定. 如 x2 + 3x + 2, x2 + 1 都找不到
满足条件的素数 p, 但前者在有理数域 Q 上可约, 后者不可约. 故它的逆不真.

• 对于有些多项式 f (x) 来说, 有时它不能直接应用 Eisenstein 判别法, 但适当变形后就可以应用
Eisenstein 判别法. 此时一般是作一次变换.
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例 5
设 p 是一个素数, 则本原多项式

f (x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x + 1

在有理数域 Q 上不可约.

证明 令 x = y + 1. 因为 f (x) = xp−1
x−1 , 所以

g(y) = f (y + 1) =
(y + 1)p − 1

y
=

yp + C 1
p yp−1 + · · ·+ C p−1

p y
y

= yp−1 + C 1
p yp−2 + · · ·+ C p−1

p .

对素数 p 用 Eisenstein 判别法, 因为

(1) p ∤ 1, (2) C i
p = p(p−1)···(p−i+1)

i! 可被 p 整除, i = 1, 2, · · · , p − 1, (3) p2 ∤ C p−1
p = p,

故 g(y) 在有理数域 Q 上不可约. 那么 f (x) 在有理数域 Q 上也不可约.

否则, 存在 h1(x), h2(x) ∈ Q[x], 使得

f (x) = h1(x)h2(x), deg hi(x) < deg f (x), i = 1, 2,

那么 g(y) = f (y + 1) = h1(y + 1)h2(y + 1), 故 g(y) 在有理数域 Q 上可约, 矛盾.
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Eisenstein 判别法是针对整系数多项式的, 那么如何判断有理系数多项式的可约性呢?

——首先把 f (x) 写成一个有理数与一个本原多项式的乘积 f (x) = aφ(x), 再判断 φ(x) 的可约性.

例 6
f (x) = 2x4 + 8

3x3 + 4
3x2 + 16

15x − 4
5 = 2

15 (15x4 + 20x3 + 10x2 + 8x − 6) = 2
15φ(x),

取 p = 2, 则 (1) p ∤ 15, (2) p | 20, 10, 8, (−6), (3) p2 ∤ (−6),
故由 Eisenstein 判别法可知, f (x) 在有理数域 Q 上不可约.

101 / 101


	数域
	一元多项式
	整除的概念
	最大公因式
	因式分解定理
	重因式
	多项式函数
	复系数与实系数多项式的因式分解
	有理系数多项式

