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AI 是怎么认出你的？

1 你拍一张自拍照，电脑看到的不是人脸，

而是一张由许多数字组成的“像素表格”.

2 AI 把这些数字放进“数学滤镜”里处理：

新图像 = W ×原图像+ b

这一步就像用滤镜提取边缘、亮度等特征.

3 一层层滤镜叠加，AI 就能看出：“这张照片是不是你！”

A
（原始图像 → 提取特征示意）

关键想法
每一层都在做： 矩阵 × 向量 → 新特征
这就是 AI 看图、识人的数学基础.
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神经网络：一层层的“数学滤镜”

输入：图像数字
第 1 层：
找出边缘

第 2 层：
看出眼睛鼻子

输出：
“是张三！”

• 每一层像一道“滤镜”，从数字中发现更多细节.
• 背后的数学公式： y = Wx + b
• W 是 AI 训练出来的“经验”；x 是输入的数据.
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为什么大一就要重视线性代数？

未来你能做什么？
• 算法工程师 → 矩阵运算、矩阵分解、特征值

• 数据分析师 → 主成分分析、降维

• 游戏/图形开发 → 3D 旋转、投影矩阵
• 交叉学科（物理、生物、经济）→ 线性模型、最小二乘

今天的线性代数，
就是明天智能时代的通行证！

建议：认真学好向量、矩阵、特征值；试试用 Python + NumPy 玩转图像！
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课程简介

瑞典数学家 Lars Garding 在其名著 Encounter with Mathematics 中说：“如果不熟悉线性代
数的概念，要去学习自然科学，现在看来就和文盲差不多. ”

《高等代数》是数学专业的一门学科基础必修课程，在学生数学素养的培养中发挥着关键作

用. 其内容不仅是后续多门数学课程不可或缺的理论基础，其中蕴含的思想方法也广泛渗
透于数学的各个分支.
通过本课程的学习，学生将系统掌握高等代数的基本理论与核心方法，具体目标包括：

• 为后续课程（如抽象代数、组合数学、图论、离散数学、数值计算、微分方程、泛函分
析等）奠定坚实的代数基础；

• 深入理解代数学的基本特点与研究方式，逐步培养抽象思维能力、逻辑推理能力与数
学创新能力，并提升运用代数工具建立数学模型、解决实际问题的综合素养.
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代数学起源于人类对于数的理解

代数学习的几个阶段

• 算 术：自然数、正分数的四则运算（小学）

• 初等代数：有理数、无理数、实数、复数、解方程（中学）

• 高等代数：多项式、线性代数（大一）

• 抽象代数：群、环、域（大二）

• · · · · · · · · ·
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教材

教材

• 北京大学数学系几何与代数教研室代数小组, 高等代数 (第 6 版), 高等教育出版社,
2025.

参考书目

• 徐仲等, 高等代数 (北大第四版) 导教导学导考, 西北工业大学出版社, 2014.
• 王萼芳, 石生明, 高等代数辅导与习题解答（北大·第 5 版), 高等教育出版社, 2019.
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目录

第一学期

1 多项式

2 行列式

3 线性方程组

第二学期

4 矩阵

5 二次型

6 线性空间

7 线性变换

9 欧几里得空间

图: 课程网页
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高等代数内容结构

线性方程组 矩阵 二次型

线性空间 线性映射

具有度量的线性空间 与度量有关的线性变换

一元多项式环

n 维向量空间 Rn

行列式
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常见学习问题与学习策略

为什么要学习数学？

• 多和老师、同学讨论：讨论是加深理解、发现盲区的最有效方法.
• 拥抱 AI 工具：多和人工智能交流，尽管有些答案是错的. 它可以帮助你快速梳理概
念、提出问题.

• 利用课程资源：查看课程网页推荐文章，它们能提供更广阔的视野.
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怎么学习高等代数？（Qwen 的建议）

1 重视定义与定理的精确理解
高等代数高度抽象，每一个概念（如“线性无关”“不变子空间”“最小多项式”）都必

须字斟句酌地理解. 不要死记结论，而要问：为什么这样定义？它解决了什么问题？
2 动手推导，拒绝“看懂即会”
教材中的定理证明和例题演算务必自己重写一遍，必须亲手练习.

3 精做习题，注重质量而非数量
完成教材课后题（如北大版习题质量高）. 对典型题型（如判断矩阵是否可对角化）总
结通用解法. 遇到难题，先尝试自己思考，再参考解答，最后复盘思路.

4 善用几何直观辅助抽象理解
例如：将线性变换想象为“空间的拉伸、旋转”；特征向量是“方向不变的向量”. 低
维例子可以帮助直观理解高维抽象.
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成绩构成

平时成绩 30%

出勤 30% 作业 45% 月考 25%

期末考试 70%

注：做出思考题平时成绩有加分.
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充分条件和必要条件

设 A 与 B 为两命题，
• A 的充分条件是 B
如果 B 成立，那么 A 成立，即 A ⇐ B（箭头表示能够推导出）

• A 的必要条件是 B
如果 A 成立，那么 B 成立，即 A ⇒ B.

• A 的充分必要条件是 B
• 充分性 A ⇐ B
• 必要性 A ⇒ B

例如, 当 b ̸= 0 时，b 是 a 的因数的充分必要条件是 b 除 a 所得的余数为 0.
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当且仅当

当且仅当 (英文：if and only if, 或者：iff)，在数学、哲学、逻辑学以及其他一些技术性领域
中广泛使用. 在英语中的对应标记为 iff.
设 A 与 B 为两命题，在证明

A 当且仅当 B

时，这相当于去同时证明陈述
• 如果 A 成立，那么 B 成立
• 如果 B 成立，把么 A 成立
公认的其他同样说法还有

B 是 A 的充分必要条件 (或称为充要条件).

注: 在定义中，“如果⋯ 那么⋯” 的意思就是当且仅当.
比如书上两个多项式相等的定义（P3）. 17 / 61
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假定你有一排很长的直立着的多米诺骨牌.
如果你可以确定：

• 第一张骨牌将要倒下.
• 只要某一个骨牌倒了, 与他相临的下一个骨牌也要倒.

那么你就可以推断所有的的骨牌都将要倒.
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第一数学归纳法

第一数学归纳法可以概括为：

1 归纳基础：证明 n = n0 时命题成立.
2 归纳假设：假设 n = k 时命题成立.
3 归纳递推：由归纳假设推出 n = k + 1 时命题也成立．
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例 1
证明对于任意正整数 n，下面的公式都成立

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

证明
• 这个公式在 n = 1 时成立. 左边 = 1，右边 = 1×2

2 = 1. 所以这个公式在 n = 1 时成立.
• 我们假设 n = k 时公式成立，即

1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
.

• 在上式等号两边分别加上 k + 1 得到

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

(k + 1)(k + 2)

2
.

这就是 n = k + 1 时的等式.
因此，对于任意正整数等式都成立.
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例 2
证明对于任意正整数 n，下面的公式都成立

12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

证明
• 这个公式在 n = 1 时成立. 左边 = 1，右边 = 1×2×3

6 = 1.
所以这个公式在 n = 1 时成立.
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12 + 22 + 32 + · · ·+ k2 = k(k + 1)(2k + 1)

6
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6
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例 3
对于任意自然数 n 证明 3n−1 是 2 的倍数.

证明

• 30−1 = 1−1 = 0 是 2 的倍数. 所以, 当 n = 0 时命题成立.
• 我们假设 n = k 时命题成立, 即 3k−1 是 2 的倍数.
• 接下来证明 n = k + 1 时命题也成立.

3k+1 − 1 = 2 · 3k + (3k − 1)

2 · 3k 是 2 的倍数. 由归纳假设，3k−1 是 2 的倍数.
又因为 2 · 3k 也是 2 的倍数, 所以 3k+1 − 1 是 2 的倍数.
因此，对于任意自然数 n，都有 3n−1 是 2 的倍数.
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错误的归纳证明

命题
世界上所有的马都是同一种颜色。

“证明” 过程
• 基础步骤：当 n = 1 时，只有一匹马，命题成立

• 归纳假设：假设当 n ≤ k 时命题成立
• 归纳步骤：当 n = k + 1 时：

• 除去第一匹马，剩下 k 匹马同色
• 除去第二匹马，剩下 k 匹马同色
• 因此全部 k + 1 匹马同色

• 结论：命题对所有 n 成立
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问题所在
递推步骤中隐含假设了 n ≥ 3！

• 当 n = 2 时：
• 除去第一匹马：剩下的一匹马是” 同色” 的
• 除去第二匹马：剩下的一匹马是” 同色” 的
• 但这无法证明两匹马颜色相同！

• 实际上，n = 2 时命题为假

• 基础步骤不完整，递推步骤无效

教训
必须验证递推步骤所需的所有初始情况！
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课后练习题
请用数学归纳法证明以下命题：

1. 恒等式证明：对于所有正整数 n，有 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

2. 不等式证明：对于所有大于等于 2 的正整数 n，有 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
2n ≥ 1 + n

2 .

3. 整除性证明：对于所有正整数 n，42n+1 + 3n+2 能被 13 整除.

提示
可参考课堂例题的证明思路：恒等式用“凑项”，不等式用“放缩”，整除性用“构造归纳假

设形式”.
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思考题
证明 平面上有 n 条直线，其中任何两条不平行，任何三条不过同一点. 证明这 n 条直线
把平面分成 1

2(n
2 + n + 2) 个部分.

思考题

给定圆周上任意 n 个点，确定有 n(n−1)
2 条弦划分的圆内的区域数，这里假设任意三条弦在

圆内不相交.
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第二数学归纳法

有些命题用第一归纳法证明不大方便，可以用第二归纳法证明.
第二数学归纳法的证明步骤是：

1 证明当 n = n0 时命题成立.

2 假设 n ≥ k 时命题都成立.

3 由归纳假设推出 n = k + 1 时命题也成立.
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第二数学归纳法例题：巧克力排块问题

问题
将一个 a × b 的巧克力排块掰成 1× 1 的小块，需要恰好多少次掰动？

a = 3

b = 4 2× 3 1× 3

图: 巧克力掰动过程示意图：4× 3 排块掰成 2× 3 和 1× 3 两块

命题
将一个 a × b 的巧克力排块掰成 1× 1 的小块，需要恰好 a · b − 1 次掰动.
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基础步骤
当 a = 1, b = 1 时：

• 已经是 1× 1 小块

• 掰动次数为 0 = 1 · 1− 1

• 命题成立

归纳假设
假设对于所有面积小于 a · b 的巧克力排块（即所有 m × n，其中 m · n < a · b），命题成立.
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证明：基础步骤

基础情况
当 a = 1, b = 1 时：

• 已经是 1× 1 小块

• 掰动次数为 0 = 1 · 1− 1

• 命题成立
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证明：归纳步骤

归纳假设
假设对于所有面积小于 a · b 的巧克力排块（即所有 m × n，其中 m · n < a · b），命题成立.

归纳步骤
考虑 a × b 的巧克力排块，其中 a, b 中至少有一个大于 1.
不妨设 a > 1. 将 a 行排块掰成 k 行和 a − k 行两部分：

• 第一次掰动：将排块分成 k × b 和 (a − k)× b 两块
• 根据归纳假设：

• 掰动 k × b 排块需要 k · b − 1 次
• 掰动 (a − k)× b 排块需要 (a − k) · b − 1 次

• 总掰动次数为：
1 + (k · b − 1) + ((a − k) · b − 1) = a · b − 1
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第二数学归纳法例题：素数分解（唯一性不讨论，仅存在性）

例题
证明对任意整数 n ≥ 2，n 可以表示为若干素数的乘积.

证明（第二数学归纳法）.
• 归纳起点. 当 n = 2 时，2 本身为素数，命题成立.
• 归纳假设. 假设对所有 2 ≤ m ≤ k 命题成立（k ≥ 2）.
• 归纳步骤. 考虑 n = k + 1：

• 若 k + 1 为素数，则成立；
• 若为合数，则存在 a, b 满足 2 ≤ a, b ≤ k 且 k + 1 = a b.

由归纳假设，a 和 b 都可分解为素数乘积，于是 k + 1 亦可分解为素数乘积.

因此，命题对所有 n ≥ 2 成立. □
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第二数学归纳法（强归纳法）：

若命题P(n) 满足：

(1) 起点：P(1),P(2), . . . ,P(k0) 成立；

(2) 归纳：若P(1),P(2), . . . ,P(k) 成立，则P(k + 1) 也成立，

则 P(n) 对所有 n ≥ 1 成立.

思考题 1：邮票问题（多基阶归纳）

使用 4 分与 5 分邮票，证明任意 n ≥ 12 的面额都能拼成.

思考题 2：铺砖问题（结构归纳）

证明：对于任意 n ≥ 1，一个 2n × 2n 的棋盘去掉任意一个格子，剩余部分可用 L 型三格砖
完全覆盖.

→ 核心思想：假设的不止一步，而是“到目前为止的全部”.
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第一数学归纳法
• 归纳假设：仅假设 P(k) 成立.
• 形象理解：推骨牌时，只需要前一
块倒.

• 适用场景：递推关系只依赖于前一
项.

第二数学归纳法
• 归纳假设：假设 P(1),P(2), . . . ,P(k) 都
成立.

• 形象理解：推骨牌时，需要前面所有块
都倒.

• 适用场景：递推关系依赖于前面多项.
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提纲

1 引言

2 充分必要条件

3 数学归纳法

4 连加号

5 整数的可除性理论

6 复数
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在数学中经常碰到若干个数连加的情况

a1 + a2 + · · ·+ an. (1)

为了简便起见，我们通常记成
n∑

i=1

ai (2)

称
∑
为连加号，而连加号上下的写法表示 i 的取值由 1 到 n.

例如

12 + 22 + · · ·+ n2 =

n∑
i=1

i 2,

这里的 i 称为求和指标, 它只起一个辅助的作用.
把 (2) 还原成 (1) 时，它是不出现的. 譬如说, (1)也可以记成

n∑
j=1

aj.

因之, 只要不与连加号中出现的其它指标相混, 用什么字母作为求和指标是任意的.
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整数的可除性理论

用 Z 表示全体整数组成的数集.
整数有加法, 减法和乘法等运算, 减法是加法的逆运算.

• 带余除法

• 整除

• 最大公因数

• 辗转相除法

• 互素

• 素数

• 因数分解定理

• 最小公倍数
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带余除法

在 Z 中不能作除法, 但是有以下的带余除法.

定理 1
对于任意两个整数 a, b, 其中 b ̸= 0, 存在一对整数 q, r 满足

a = q · b + r, 0 ⩽ r < |b|

而且满足这个条件的整数 q, r 是唯一的.

定义
• q 称为 b 除 a 的商,
• r 称为 b 除 a 的余数.

40 / 61



定义
对于整数 a, b, 如果存在一个整数 c 使得 a = bc, 则称

• b 是 a 的因数,
• a 是 b 的倍数.

在定义中我们并不要求 b ̸= 0.

性质
当 b ̸= 0 时，b 是 a 的因数的充分必要条件是 b 除 a 所得的余数为 0.

因此 b 是 a 的因数, 也称 b 整除 a, 记作 b|a.
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关于整除, 有以下一些性质：

性质
1 如果 a|b, b|a, 则 a = ±b.

2 如果 a|b, b|c, 则 a|c.

3 如果 a|b, a|c, 则对任意整数 k, l 都有 a|kb + lc.

注
• 如果 a|b, 则有 −a|b 及 a|(−b), 因此以后我们只讨论非负整数的非负因数和非负倍数，
不再加以说明.

• 根据定义，每个整数都是 0 的因数, 但是 0 不是任何非零整数的因数.

定义
如果 a 既是 b 的因数, 又是 c 的因数, 则称 a 是 b 和 c 的一个公因数.
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定义
设 a, b ∈ Z. 若整数 d 满足

1 d | a 且 d | b（公因数）,

2 对任意 c，若 c | a 且 c | b，则 c | d（“最大”性）,

则称 d 是 a 与 b 的一个 最大公因数，记作 gcd(a, b) 或 (a, b).

注：若 d1, d2 都是最大公因数，则 d1 | d2 且 d2 | d1，故 d1 = ±d2.
规定最大公因数取非负值，于是 (a, b) 唯一.

思考
•“最大”是指“能被所有公因数整除”.
• 为什么需要“最大”性？只满足条件 1 够不够？
• 如果“最大”性定义为绝对值最大，行不行？
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性质 1 ——整除情形
若 a | b，则 (a, b) = |a|. 特别地，(a, 0) = |a|（a ̸= 0）.

性质 2 ——带余除法（核心）
• 若 a = qb + r，则 a, b 和 b, r 有相同的公因数.
• 进一步, 若 (b, r) 存在，则 (a, b) 也存在, 且 (a, b) = (b, r).

例如计算 (48, 18)：
48 = 2 · 18 + 12 ⇒ (48, 18) = (18, 12)

18 = 1 · 12 + 6 ⇒ (18, 12) = (12, 6)

12 = 2 · 6 + 0 ⇒ (12, 6) = (6, 0) = 6

为什么重要？
它把“大数”→ “小数”→ “整除”一步步化简，正是 辗转相除法的理论基础！
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辗转相除法（Euclidean Algorithm）

设 b ̸= 0（即 b > 0）. 通过带余除法反复进行如下操作：

a = q1b + r1, 0 < r1 < b,

b = q2r1 + r2, 0 < r2 < r1,

· · · · · ·

rk−2 = qkrk−1 + rk, 0 < rk < rk−1,

rk−1 = qk+1rk + 0.

当余数为零时，算法终止. 此时有：

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = · · · = (rk−1, rk) = rk.

此外，通过上述过程，还可以找到整数 u, v，使得

(a, b) = ua + vb. 贝祖等式（Bézout’s identity） 45 / 61



例 4
使用辗转相除法求 (252, 105).

解
252 = 2× 105 + 42
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解 252 = 2× 105 + 42

105 = 2× 42 + 21

42 = 2× 21 + 0

(252, 105) = 21.

求贝祖等式：找整数 u, v 使得 21 = u × 252 + v × 105.

由第二步 21 = 105− 2× 42. 代入第一步 42 = 252− 2× 105, 得

注: 对于整数 c ̸= 1, 如果存在整数 u, v 使 u a + v b = c, 这不意味着 c 是 a 和 b 的最大公
因数. 试试自己举出反例.
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定义
如果整数 a, b 的最大公因数等于 1, 则称 a, b 互素 (也称互质).

例如，3 与 5 互素, 21 与 40 互素.
互素有以下一些重要性质：

1 a, b 互素的充分必要条件是存在整数 u, v 使

u a + v b = 1

2 如果 a|bc, 且 (a, b) = 1, 则 a|c.

3 如果 a|c, b|c 且 (a, b) = 1, 则 ab|c

4 如果 (a, c) = 1, (b, c) = 1, 则 (ab, c) = 1
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定义
设 a 是一个大于 1 的整数.
如果除去 1 和本身外，a 没有其它因数, 那么称 a 是一个素数(也称质数).

例如 2, 3, 5, 23 等都是素数.
从定义可知, 如果 p 表示成 p = a · b, 则必有 a = 1, b = p 或 a = p, b = 1

性质
1 一个素数 p 和任一个整数 a 都有 p|a 或 (p, a) = 1.

2 如果素数 p|ab, 那么 p|a 或 p|b.

3 如果一个大于 1 的整数 p 和任何整数 a 都有 p|a 或(p, a) = 1, 则 p 是一个素数.

4 如果大于 1 的整数 p 具有下述性质: 对任何整数 a, b 从 p|ab 可推出 p|a 或 p|b, 则 p 是
一个素数.

如果一个素数 p 是整数 a 的一个因数，则 p 称为 a 的一个素因数.
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根据互素及素数的性质, 应用数学归纳法可以证明整数的一个基本定理.

定理 2 (因数分解及唯一性定理)
任一个大于 1 的整数 a 可以分解成有限多个素因数的乘积：

a = p1p2 · · · ps

而且分解法是唯一的，即如果有两种分解法：

a = p1p2 · · · ps = q1q2 · · · qt

其中 p1, · · · , ps; q1, · · · , qt 都是素数, 那么有 s = t,
并且重新将 q1, · · · , qt 适当排序后，可得 pi = qi, i = 1, 2, · · · , s.

大数质因子分解是当代密码体制的基础. 比如常见的 RSA 加密体系，如果想破解就需要对
大数进行质因子分解.
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• 在 a 的分解式中, 将同一个素因数合并写成方幂, 并且将素因数按大小排列, 得到

a = pℓ11 pℓ22 · · · pℓr
r , p1 < p2 < · · · < pr, li > 0, i = 1, · · · , r.

这种表示法称为 a 的标准分解式.

可以应用整数的分解式来判断整除性及计算最大公因数.
• 现在将整数 a 和 b 的因数合在一起, 设为 p1, p2, · · · , pt, 并设{

a = pℓ11 pℓ22 · · · pℓt
t , ℓi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , t

b = pd1
1 pd2

2 · · · pdt
t , di ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , t

(3)

则

1 a 能整除 b 的充分必要条件为 ℓi ⩽ di, i = 1, 2, · · · , t
2 (a, b) = pmin(ℓ1,d1)

1 pmin(ℓ2,d2)
2 · · · pmin(ℓt,dt)

t
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定义
设 a, b 是两个非负整数. m 是 a, b 的一个公倍数 (按前面约定, 也是非负的).
如果 a, b 的任一个公倍数都是 m 的倍数, 则 m 称为 a, b 的一个最小公倍数.

注
• 由定义可看出 a, b 的最小公倍数是唯一的, 记作 [a, b].
• 当 a, b 是正整数时, 从它们的标准分解式可以求出最小公倍数.
设 a , b 的分解如 (3)，则

[a, b] = pmax(l1,d1)
1 pmax(l2,d2)

2 · · · pmax(pt,dt)
t

• 由此还可看出
ab = (a, b) · [a, b]
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例 5 (思考题)
一个整数能被 3 整除当且仅当这个数的数字和能被 3 整除.

例 6 (思考题)
一个数字能被 7 整除当且仅当其末 3 位与末 3 位之前的数字之差能被 7 整除.
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高中的时候，定义了

i =
√
−1

然后形如：

a + b i (a, b ∈ R)

这样的数就是复数. 全体复数的集合记为

C = {a + b i | a, b ∈ R}

有了复数之后，开方运算就不再局限于大于零的数了，这样一元二次方程

ax2 + bx + c = 0 (a ̸= 0)

就总是有解了：

x =
−b ±

√
b2 − 4ac
2a
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• 定义 C 内的加法
(a + bi) + (c + d i) := (a + c) + (b + d) i

• 定义 a + b i 的负数 −(a + b i) 是 (−a) + (−b) i
• 定义 C 内的减法

(a + b i)− (c + d i) = (a − c) + (b − d) i

• 定义 C 内的乘法
(a + b i)(c + d i) = (ac − bd) + (ad + bc) i

• 定义 a + b i 的倒数或逆
1

a + b i =
1

a2 + b2 (a − b i) = a − b i
a2 + b2

• C 内的除法是 (设 c + d i ̸= 0 )
a + b i
c + d i = (a + b i) 1

c + d i = (a + b i) c − d i
c2 + d2
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复数：实部、虚部、共轭、模

我们知道, 实数与数轴上的点一一对应, 实数可用数轴上的点来表示.
根据复数相等的定义, 复数 a + b i 与直角坐标系中的点 (a, b) 一一对应. 因此, 复数可用直
角坐标系中的点来表示.
通常把建立了直角坐标系来表示复数的平面叫做复平面.

定义
对于复数 z = a + b i, 其中 a, b 是实数.
• a 称为 z 的实部, 记为 Re z

• b 称为 z 的虚部, 记为 Im z

• 复数 z = a + b i 的共轭 z̄ := a − b i

• |z| =
√

a2 + b2 称为 a + b i 的模或绝对值.

性质
• z z̄ = (a + b i)(a − b i) = a2 + b2.
• z+ z̄ = (a+ b i) + (a− b i) = 2a.
• z− z̄ = (a+ b i)− (a− b i) = 2b i.
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复数的三角表示

定义
一个复数 z = a + b i 的辐角是指将 Ox 轴正方向沿逆时针方向旋转到 Oz 的旋转角 φ .

辐角的值不是唯一确定的, 可以加上 2π 的任意整数倍.
因为 a = |z| cosφ, b = |z| sinφ, 故有

z = a + b i = |z|(cosφ+ i sinφ)

上式称为复数的三角表示.

O

z

x

y

φ
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复数 z 的指数表示

• 令模为 1 的复数
e iφ := cosφ+ i sinφ,

这个复数位于以坐标原点 O 为中心的单位圆上，其辐角为 φ.
以后我们会看到, e iφ 不仅是一个记号, 也有实际的意义.

• 因此，任一复数 z 可以表示为 z = |z|eiφ ，其中 φ 为 z 的辐角，
这种表示称为复数 z 的指数表示．

O

z

x

y

φ
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如果复数

z1 = |α|(cosφ+ i sinφ), z2 = |β|(cosψ + i sinψ),

那么它们的乘积

z1 z2 = |z1||z2|(cosφ+ i sinφ)(cosψ + i sinψ)

= |z1||z2|(cosφ cosψ − sinφ sinψ) + (sinφ cosψ + cosφ sinψ) i)

= |z1||z2|(cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ))

上式表示, 两个复数相乘时，
• 其模为这两个复数的模相乘,
• 其辐角相加 (因为三角函数以 2 π 为周期, 故把相差 2 π 的整数倍的角认为是相同的).
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若 n 为正整数，z = |z|(cos θ + i sin θ) 为复数 z 的三角表示，则

zn = |z|n(cos(nθ) + i sin(nθ))

特别地，取 z = cos θ + i sin θ ，则

(cos θ + i sin θ)n = cos(n θ) + i sin(n θ)

称之为棣莫弗公式（De Moivre formula）．
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方程 xn − 1 = 0 的根

给定一个正整数 n, 考虑下面 n 个复数

e
2kπ

n i = cos 2kπ
n + i sin 2kπ

n ,

其中 k = 0, 1, 2, · · · ,n − 1.

这 n 个复数就是以原点 O 为中心的单位圆的内接正 n 边形的 n 个顶点. 由欧拉公式可知,(
e

2kπ
n i

)n
=

(
cos 2kπ

n + i sin 2kπ
n

)n
= cos 2kπ + i sin 2kπ = 1.

因此，这 n 个复数恰为 n 次代数方程

x n − 1 = 0

在复数系 C 内的 n 个根, 称为 n 次单位根.
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