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第三章练习题部分答案 

一.填空题. 

1. 2
3

( ,1, 2)   .   2.  (1) 线性相关. (2) 线性相关.  (3)  线性无关. 

3. 3a  .  4. 1a   .  5. 
5

2
t  .  6. 2a   .   7. 

1( , , , , ) 1sr r      . 

8. (I)  (1,1, ,1)Tk  ,其中 k 任意.  (II) ( ) 0r A  .  9. (1,1,1,1) (1, 1, 1, 1)T Tk    ,其中 k 任意. 

10. 2a   . 

3 5 3 5
2 2 2 2

23 5
2 2

1 1 3 2 0 3 1 2 0 3 1

2 0 3 1 0 1 0 1

2 10 4 0 0 7 5 0 0 ( 2)(2 7) 10 5

a

a a

a a a a a a a

        
    

          
               

 

11. 1a   . 

2

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1

2 3 2 3 0 1 1 0 1 1

1 2 0 0 0 2 3 3 0 0 ( 1)( 3) 3

a a a

a a a a a a a

     
     

         
                

 

12. 1  时,方程组无解;当 0  时,方程组有无穷多解. 

13.  ( ) 3r A  ,只有零解;当且仅当 ( ) 3r A  时,方程组有非零解,3 ( )r A . 

14. ( ) ( , )r A r A n  .   15. 1  .  16. 1 2 3 0a a a   .  17. ( ) 2, 1r A a  或
3

2
a   . 

18.  m n . 19. ( ) 5r A  .  20. 1k  .   21. r 或 1r  .   22. n r .    

23.系数矩阵列满秩,或系数矩阵列向量组线性无关.  24. 0A  或 ( )r A n .   25. s . 

二.计算题: 

6. 已知方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1

2 3 5 1

0

x x x

x x x

x x ax

  


  
   

与
1 2 3

2

1 2 3

0

2 ( 1) 1

x bx cx

x b x c x

  


    
有解,且同解,求 , ,a b c的值. 

分析: 分别记两个方程组为(I)和(II),同解,则基础解系相同,所含向量个数相同,即(I)和(II)的系数矩阵的秩

相等,由(II)可知秩为 2 ,故(I)的系数矩阵的秩为 2 ,依此可求得 a ,进而可求得(I)的适当的一个或两个解,代

入(II)中求 ,b c  

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1

2 3 5 1 0 1 1 1 0 1 1 1

1 1 0 0 1 3 1 0 0 2 0a a a

     
     

            
             

, 2a  ,求解: 1 2( 1,1,0), ( 2,0,1)X X     

代入(II)中, 
2

1 0

2 1

b

b

  

   

,
2 0

4 ( 1) 1

c

c

  

    

,得 1, 2b c  . 
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6. 已知非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

4 3 5 1

3 3

x x x x

x x x x

ax x x bx

   


    
     

有三个线性无关的解,求 ,a b的值及方程组的通解. 

解: 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 3 5 1 1 0 1 1 5 5 0 1 1 5 5

1 3 3 0 1 3 3 0 0 4 2 4 5 4 8a b a a b a a a a b a

     
     

              
                   

 

三个线性无关的解,则4 ( ) 1 2r A   ,则 ( ) 2r A  ,故4 2 0,4 5 0,4 8 0a a b a       ,得 

2,, 3a b   . 

此时,

1 1 1 1 1

0 1 1 5 5

0 0 0 0 0

 
 

   
 
 

,特解 0 ( 4,5,0,0)   , 

导出组的一组基础解系为 1 2( 2,1,1,0), (4, 5,0,1)     ,得通解 0 1 1 2 2k k      其中 1 2,k k 任意. 

三.证明题:  

1. 证明秩    1 2 1 2, , , , , , ,s sr r          可由 1 2, , , s   线性表出. 

证明: 若    1 2 1 2, , , , , , ,s sr r r         ,不妨设 1 2, , , r   是 1 2, , , s   的一个极大

线性无关组,则 1 2, , , r   是 1 2, , , ,s    的一个线性无关的部分组,而  1 2, , , ,sr r     ,则 

1 2, , , r   是 1 2, , , ,s    的 一 个 极 大 无 关 组 , 故 1 2, , , r   与 1 2, , , s   和 与

1 2, , , ,s    都等价,从而 1 2, , , s   和 1 2, , , ,s    等价,特别的 可由 1 2, , , s   线性表出. 

  若 可由 1 2, , , s   线性表出,则 1 2, , , s   和 1 2, , , ,s    等价,从而秩相等. 

2. n ,,, 21  是 n 个线性无关的 n 维向量, nnn kkk   22111 ,且 ),,2,1( niki  全不为零.

证明: 121 ,,,, nn   中任意 n 个向量均线性无关. 

证明: 首先 n ,,, 21  是线性无关的.任取n 个向量 1 1 1 1, , , , ,s s n n        ,假设 

1 1 1 1 1 1 1 1 0s s s s n n n nl l l l l                 ,代入 nnn kkk   22111 ,得 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0n s n s s n s s s n s s n n n nl l k l l k l k l l k l l k                           

而 n ,,, 21  是线性无关,得系数全为零,首先 1 0n sl k  ,得 1 0nl   ,代入求得 

1 1 1 0s s nl l l l        ,故 1 1 1 1, , , , ,s s n n        线性无关. 

3. 设两个线性方程组:(I) 
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求证：(I)有解当且仅当(II)无解. 

证明: 设(I)的系数矩阵为 A ,列向量组为 1 2, , , n   ,常数项为 , 

若(I)有解, ( ) ( , )r A r A  ,同时 可由 1 2, , , n   线性表出,而在(II)中系数矩阵为

1

T

T

n

T

B
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0 0

1 10
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,此时 ( ) ( ) 1 ( , ) 1 ( ) 1r B r A r A r B      ,(II)无解. 

反之.若(II)无解则 ( ) ( ) 1r B r B  ,若(I)无解,则 1 2 1 2( , , , , ) ( , , , ) 1n nr r         ,即 B 的行

秩为 1 2( , , , ) 1nr     ,同时
1 2( ) ( , , , ) 1nr B r     ,从而 ( ) ( )r B r B ,矛盾. 

4. 设 A 是 n 阶方阵,已知齐次线性方程组 0AX 的一个基础解系为 t ,,, 21  ,若 不是方程组 

0AX 的解,试证明向量组   t,,,, 21  线性无关. 

证明: 假设 0 1 1( ) ( ) 0t tk k k          ,则 0 1 1 1( ) 0t t tk k k k k          , 

若 0 1 0tk k k    ,则  可由 1, , t  线性表出 t ,,, 21  是基础解系,故 是 0AX 的一个解,

矛盾,故 0 1 0tk k k    ,由 0 1 1 1( ) 0t t tk k k k k          ,则 1 1 2 2 0t tk k k      ,

由于 t ,,, 21  是基础解系,则 1 0tk k   ,同时 0 0k  ,得   t,,,, 21  线性无关. 

7. 设 n 维向量组 1 2, , , s   ,证明 1 2, , , s   线性相关当且仅当任一由 1 2, , , s   线性表出的向量

的表示法是不唯一的. 

证明: 取  是由 1 2, , , s   线性表出的任一向量,设为 1 1 2 2 s sk k k       ,由 1 2, , , s  

线性相关,存在一组不全为零的数 1 2, , , sl l l ,使得 1 1 2 2 0s sl l l      ,故 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( )s s sk l k l k l          ,由于 1 2, , , sl l l 不全为零,得表示法不唯一. 

假若由 1 2, , , s   线性表出的向量的表示法不唯一,设 

1 1 2 2 1 1 2 2s s s sk k k l l l               ,其中存在 i ik l ,则 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 0s s sk l k l k l         ,系数不全为零,故 1 2, , , s   线性相关. 

9. 设向量组 m ,,, 21  线性无关,而向量组 m ,,,, 21  线性相关,且 0 ,证明:向量组 

m ,,,, 21  中有且仅有一个向量 )1( mjj  可由其前面的向量 121 ,,,, j  线性表出. 
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证明: m ,,, 21  线性无关,而 m ,,,, 21  线性相关,则 可由 m ,,, 21  唯一线性表出. 

由 m ,,,, 21  线性相关,可知存在 mkkkk ,,,, 210  不全为零,使得 022110  mmkkkk   ,

取 jk 为 mkkkk ,,,, 210  中最后一个非零的数 ,即 0,0 21   mjjj kkkk  ,则 j 可由向量组

121 ,,,, j  线性表出.并且 j 由 121 ,,,, j  线性表出的关系式中  的系数非零,若为零,则

j 可由 121 ,,, j  线性表出,与 m ,,, 21  线性无关,矛盾.从而  可由 jj  ,,,, 121  线性表

出. 

假设还有 i 可由 121 ,,,, i  线性表出.设 ji  ,则  可由向量 ii  ,,,, 121  线性表出.从而与

由 m ,,, 21  线性表出唯一矛盾. 

11 设向量组 m ,,, 21  线性无关,且可由向量组 n ,,, 21  线性表出,证明存在向量 )1( nkk  ,使

得 mk  ,,, 2  线性无关. 

证明:反证法: 若对任意向量 )1( nkk  ,都有 mk  ,,, 2  线性相关,由于 m ,,, 21  线性无关,从而

m ,,2  线性无关,则 )1( nkk  可由 m ,,2  线性表出,从而向量组 n ,,, 21  可由 m ,,2 

线性表出,特别的对 1 , 1 可由向量组 m ,,2  线性表出,与 m ,,, 21  线性无关矛盾. 

 


