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• 递推关系几乎在所有的数学分支中都有重要作用, 对于组合数学更是如此.
• 这是因为每个组合问题都有它的组合结构, 而在许多情况下递推关系是刻
画组合结构的最合适的工具.

• 如何建立递推关系, 已给的递推关系有何性质, 以及如何求解递推关系等,
是递推关系中的几个基本问题.

• 本章首先讨论递推关系的建立问题, 然后对一些常见的递推关系做比较深
人的讨论, 并给出其解法.
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递推关系的建立

在 4.3.2 小节中讨论集合 {1, 2, · · · , n} 的错排数 Dn 时, 我们建立了关于 Dn

的递推关系 {
Dn = (n − 1) (Dn−1 + Dn−2) (n ⩾ 3),
D1 = 0, D2 = 1,

(6.1.1)

并由此推出了 {
Dn = nDn−1 + (−1)n (n ⩾ 2),
D1 = 0.

(6.1.2)

• 等式 (6.1.1) 给出了 n 元错排数 Dn 同 n − 1 元错排数及 n − 2 元错排数
Dn−2 之间的关系, 这样, 由初值 D1 和 D2 就可以计算出 D3, 由 D2 和
D3 又可以计算出 D4, 如此可以逐个计算出错排数序列 D1, D2, D3, · · · .

• 等式 (6.1.2) 给出了 n 元错排数 Dn 同 n − 1 元错排数 Dn−1 之间的关系,
这样由初始值 D1 就唯一地确定了错排数序列.
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定义 1.1
给定一个数的序列 H(0), H(1), · · · , H(n), · · · . 若存在整数 n0, 使当 n ⩾ n0 时,
可以用等号 (或大于号, 小于号) 将 H(n) 与其前面的某些项 H(i) (0 ⩽ i < n)
联系起来, 这样的式子就叫作递推关系.

下面通过几个例子来看看如何建立递推关系, 至于递推关系的求解, 将在后面的
几节中讨论.
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例 1.1 (Hanoi 塔问题)
现有 A, B, C 三根立柱以及 n 个大小不等的中空圆盘, 这些圆盘自小到大套在
A 柱上形成塔形, 如图 6.1.1 所示. 要把 n 个圆盘从 A 柱上搬到 C 柱上, 并保
持原来的顺序不变, 要求每次只能从一根立柱上拿下一个圆盘放在另一根立柱
上, 且不允许大盘压在小盘上. 问至少要搬多少次?

图: Hanoi 塔问题
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解 记 f(n) 为 n 个圆盘从 A 柱搬到 C 柱所需的最小次数. 整个搬动过程可以
人分成三个阶段:

(1) 将套在 A 柱上面的 n − 1 个圆盘从 A 柱按要求搬到 B 柱, 搬动次数为
f(n − 1);
(2) 把 A 柱上最下面的那个圆盘搬到 C 柱上, 搬动次数为 1 ;
(3) 把 B 柱上的 n − 1 个圆盘按要求搬到 C 柱上, 搬动次数为 f(n − 1).

由加法原则知
f(n) = 2f(n − 1) + 1,

又显然 f(1) = 1, 所以有如下带有初值的递推关系{
f(n) = 2f(n − 1) + 1,

f(1) = 1.
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例 1.2
在信道上传输由 a, b, c 三个字母组成的长为 n 的字符串, 若字符串中有两个 a

连续出现, 则信道就不能传输. 令 f(n) 表示信道可以传输的长为 n 的字符串的
个数, 求 f(n) 满足的递推关系.

解 信道上能够传输的长度为 n(n ⩾ 2) 的字符串可分成如下四类:
(1) 最左字符为 b;
(2) 最左字符为 c;
(3) 最左两个字符为 ab;
(4) 最左两个字符为 ac.
前两类字符串分别有 f(n − 1) 个, 后两类字符串分别有 f(n − 2) 个. 容易求出
f(1) = 3, f(2) = 8, 从而得到{

f(n) = 2f(n − 1) + 2f(n − 2) (n ⩾ 3),
f(1) = 3, f(2) = 8.
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例 1.3
设 P 是平面上 n 个连通区域 D1, . . . , Dn 的公共交界点，如图所示。现用 k 种
颜色对其着色，要求有公共边界的区域不能有相同的颜色。令 f(n) 表示不同
的着色方案数，求它所满足的递推关系。

图: 区域着色
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解 将所有满足要求的着色方案分成两类 (n ⩾ 4) :

1 D1 与 Dn−1 同色. 此时, Dn 有 k − 1 种着色方案. 可将 D1 与 Dn−2 看
成相邻区域, D1, D2, · · · , Dn−2 的着色方案数为 f(n − 2). 故此类着色方
案数为 (k − 1)f(n − 2).

2 D1 与 Dn−1 异色. 此时, Dn 有 k − 2 种着色方案. 此时, 可将 D1 与
Dn−1 看成相邻的区域. 又 D1, D2, · · · , Dn−1 用 k 种颜色着色的方案数为
f(n − 1), 故此类着色方案数为 (k − 2)f(n − 1).

容易求得 f(2) = k(k − 1), f(3) = k(k − 1)(k − 2), 从而有{
f(n) = (k − 1)f(n − 2) + (k − 2)f(n − 1) (n ⩾ 4),
f(2) = k(k − 1), f(3) = k(k − 1)(k − 2).
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例 1.4
设 X 是一具有乘法运算的代数系统, 乘法不满足结合律, 用 xy 表示 x 对 y 之
积. 如果

x1, x2, · · · , xn ∈ X,

而且这 n 个元素依上面列出的顺序所能作出的一切可能的积彼此不同, 其个数
记为 f(n), 求 f(n) 满足的递推关系.

解 例如, 对于 x1, x2, x3 ∈ X, 符合题意的积有 2 个:

(x1x2) x3, x1 (x2x3) ,

所以 f(3) = 2.

如果在 x1x2 · · · xn 的某些字母间加上括号, 但不改变字母间的相互位置关系,
使得这 n 个字母间的乘法可以按所加括号指明的运算方式进行运算, 那么 f(n)
就是加括号的方法的个数.
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• 最外层的两对括号形如

(x1 · · · xr) (xr+1 · · · xn) (1 ⩽ r ⩽ n − 1).

• 当 r = 1 或 n − 1 时, 通常简记为
x1 (x2 · · · xn) = (x1) (x2 · · · xn) ,

(x1 · · · xn−1) xn = (x1 · · · xn−1) (xn) .

• 在前一个括号中有 f(r) 种加括号的方法, 在后一个括号中又有 f(n − r)
种加括号的方法, 当 r 遍历 1, 2, · · · , n − 1 时, 就得到

f(n) =f(1)f(n − 1) + f(2)f(n − 2) + · · ·

+ f(n − 2)f(2) + f(n − 1)f(1)

=
n−1∑
i=1

f(i)f(n − i) (n > 1).

• 初始值为
f(1) = 1, f(2) = 1
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例 1.5
平面上 n 个圆相互交叠最多可将平面分成多少个区域?

解 记所求为 hn, 则 h1 = 2. 显而易见, 将平面分成最多个区域的情形发生在每
两个圆都相交的情形. n ⩾ 2 时, 先把 n − 1 个圆在平面上相互交叠, 将平面分
成 hn−1 个区域, 再考察将第 n 个圆加入的情形, 可得第 n 个圆与前 n − 1 个
圆有 2(n − 1) 个交点, 这些交点把第 n 个圆分成 2(n − 1) 个圆弧, 每个圆弧把
其所在的原有区域分成两个, 即比原来多出 1 个区域, 故共多出 2(n − 1) 个区
域, 所以

hn = hn−1 + 2(n − 1).

推导下去, 当 n ≥ 2 时有
hn = hn−1 + 2(n − 1) = hn−2 + 2(n − 2) + 2(n − 1)

= h1 + 2(1) + · · · + 2(n − 2) + 2(n − 1)

= 2 + 2 · n(n − 1)
2

= n2 − n + 2.

上式对 n = 1 也成立, 故所求为 n2 − n + 2.
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定义 2.1 (k 阶线性递推关系)
• 设 k 是给定的正整数, 若数列 f(0), f(1), · · · , f(n), · · · 的相邻 k + 1 项间
满足关系

f(n) = c1(n)f(n − 1) + c2(n)f(n − 2) + · · · + ck(n)f(n − k) + g(n) (6.2.1)

n ⩾ k 成立, 其中 ck(n) ̸= 0, 则称该关系为 {f(n)} 的 k 阶线性递推关系.
• 如果 c1(n), c2(n), · · · , ck(n) 都是常数, 则称之为 k 阶常系数线性递推关
系.

• 如果 g(n) = 0, 则称之为齐次的.

• 如果有一个数列代人递推关系 (6.2.1), 使得其对任何 n ⩾ k 都成立, 则称
这个数列是递推关系 (6.2.1) 的解.

• 常系数线性齐次递推关系的一般形式为

f(n) = c1f(n−1)+c2f(n−2)+· · ·+ckf(n−k) (n ⩾ k, ck ̸= 0) . (6.2.2)
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定义 2.2
递推关系特征方程

• 方程
xk − c1xk−1 − c2xk−2 − · · · − ck = 0 (6.2.3)

叫作递推关系 (6.2.2) 的 特征方程.
• 它的 k 个根 q1, q2, · · · , qk (可能有重根) 叫作该递推关系的特征根, 其中,

qi(i = 1, 2, · · · , k) 是复数.

引理 2.3
设 q 是非零复数, 则

f(n) = qn 是递推关系 (6.2.2) 的解 当且仅当 q 是它的 特征根.
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证明 因为 h1(n), h2(n) 都是递推关系 (6.2.2) 的解, 所以
b1h1(n) + b2h2(n)

=b1 (c1h1(n − 1) + · · · + ckh1(n − k)) + b2 (c1h2(n − 1) + · · · + ckh2(n − k))

=c1 (b1h1(n − 1) + b2h2(n − 1)) + · · · + ck (b1h1(n − k) + b2h2(n − k)) ,

从而 b1h1(n) + b2h2(n) 也是递推关系 (6.2.2) 的解.

由引理 6.2.1 和引理 6.2.2 知, 若 q1, q2, · · · , qk 是递推关系 (6.2.2) 的特征根,
b1, b2, · · · , bk 是常数, 那么

f(n) = b1q1
n + b2q2

n + · · · + bkqk
n

也是递推关系 (6.2.2) 的解.
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定义 2.4
如果对于递推关系 (6.2.2) 的每个解 h(n), 都可以选择一组常数
c1

′, c2
′, · · · , ck

′, 使得

h(n) = c1
′q1

n + c2
′q2

n + · · · + ck
′qk

n

成立, 则称 b1q1
n + b2q2

n + · · · + bkqk
n 是递推关系 (6.2.2) 的通解, 其中, b1, b2,

· · · , bk 为任意常数.

定理 2.5
设 q1, q2, · · · , qk 是递推关系 (6.2.2) 的 k 个互不相等的特征根, 则

f(n) = b1q1
n + b2q2

n + · · · + bkqk
n (6.2.4)

是递推关系 (6.2.2) 的通解.

证明 由前面的分析可知, 对任意一组 b1, b2, · · · , bk, f(n) 是递推关系 (6.2.2) 的
解. 下面证明: 递推关系 (6.2.2) 的任意一个解 h(n) 都可以表示成 (6.2.4) 的形
式. h(n) 是 (6.2.2) 的解, 故 h(n) 由 k 个初值 h(0) = a0, h(1) = a1, · · · ,
h(k − 1) = ak−1 唯一地确定.
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证明 若 h(n) 可以表示成式 (6.2.4) 的形式, 则有
b1 + b2 + · · · + bk = a0,

b1q1 + b2q2 + · · · + bkqk = a1,

· · · ,

b1q1
k−1 + b2q2

k−1 + · · · + bkqk
k−1 = ak−1.

(6.2.5)

如果方程组 (6.2.5) 有唯一解 b1
′, b2

′, · · · , bk
′, 这说明可以找到 k 个常数

b1
′, b2

′, · · · , bk
′, 使得

h(n) = b1
′q1

n + b2
′q2

n + · · · + bk
′qk

n

成立, 从而 b1q1
n + b2q2

n + · · · + bkqk
n 是该递推关系的通解. 考察方程组

(6.2.5), 它的系数行列式为∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
q1 q2 · · · qk

...
...

...
...

q1
k−1 q2

k−1 · · · qk
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽i<j⩽k

(qj − qi)

这是著名的 Vandermonde 行列式. 因为 q1, q2, · · · , qk 互不相等, 所以该行列式
不等于零, 这也就是说方程组 (6.2.5) 有唯一解. 所以, h(n) 可以表示成式
(6.2.4) 的形式. 故式 (6.2.4) 是递推关系 (6.2.2) 的通解.
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例 2.1
求解 6.1 节例 2 中的递推关系{

f(n) = 2f(n − 1) + 2f(n − 2),
f(1) = 3, f(2) = 8.

21 / 51



解 先求这个递推关系的通解. 它的特征方程为

x2 − 2x − 2 = 0

解这个方程, 得
x1 = 1 +

√
3, x2 = 1 −

√
3.

所以，通解为

f(n) = c1
(
1 +

√
3
)n + c2

(
1 −

√
3
)n. 代入初值来确定 c1 和 c2 ，得{

c1
(
1 +

√
3
)

+ c2
(
1 −

√
3
)

= 3,

c1
(
1 +

√
3
)2 + c2

(
1 −

√
3
)2 = 8.

求解这个方程组, 得

c1 = 2 +
√

3
2
√

3
, c2 = −2 +

√
3

2
√

3
.

因此, 所求的字符串个数为

f(n) = 2 +
√

3
2
√

3

(
1 +

√
3
)n

+ −2 +
√

3
2
√

3

(
1 −

√
3
)n

(n = 1, 2, · · · ).
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例 2.2
求解递推关系 {

f(n) = 4f(n − 1) − 4f(n − 2),
f(0) = 1, f(1) = 3.

解 递推关系 (6.2.9) 的特征方程为

x2 − 4x + 4 = 0,

其特征根为
x1 = x2 = 2.

由引理 6.2.1, 可知 2n 是递推关系 (6.2.9) 的解 (不考虑初值).

我们不妨试试 n2n, 把它代人式 (6.2.9), 得
n2n − 4(n − 1)2n−1 + 4(n − 2)2n−2 = n2n − (n − 1)2n+1 + (n − 2)2n

= 2n (n − 2(n − 1) + (n − 2))

= 0,

这说明 n2n 也是递推关系 (6.2.9) 的解.
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例 2.2
求解递推关系 {

f(n) = 4f(n − 1) − 4f(n − 2),
f(0) = 1, f(1) = 3.

解 递推关系 (6.2.9) 的特征方程为

x2 − 4x + 4 = 0,

其特征根为
x1 = x2 = 2.

由引理 6.2.1, 可知 2n 是递推关系 (6.2.9) 的解 (不考虑初值).

我们不妨试试 n2n, 把它代人式 (6.2.9), 得
n2n − 4(n − 1)2n−1 + 4(n − 2)2n−2 = n2n − (n − 1)2n+1 + (n − 2)2n

= 2n (n − 2(n − 1) + (n − 2))

= 0,

这说明 n2n 也是递推关系 (6.2.9) 的解.

23 / 51



例 2.2
求解递推关系 {

f(n) = 4f(n − 1) − 4f(n − 2),
f(0) = 1, f(1) = 3.

解 递推关系 (6.2.9) 的特征方程为

x2 − 4x + 4 = 0,

其特征根为
x1 = x2 = 2.

由引理 6.2.1, 可知 2n 是递推关系 (6.2.9) 的解 (不考虑初值).

我们不妨试试 n2n, 把它代人式 (6.2.9), 得
n2n − 4(n − 1)2n−1 + 4(n − 2)2n−2 = n2n − (n − 1)2n+1 + (n − 2)2n

= 2n (n − 2(n − 1) + (n − 2))

= 0,

这说明 n2n 也是递推关系 (6.2.9) 的解.
23 / 51



易知 n2n 与 2n 线性无关.

所以原递推关系的通解为
c12n + c2n2n.

代人初值 f(0) = 1, f(1) = 3, 得{
c1 = 1,

2c1 + 2c2 = 3.

解这个方程组, 得
c1 = 1, c2 = 1

2
.

所以, 原递推关系的解为
f(n) = 2n + 2n−1n.

24 / 51



定理 2.6
设 q1, q2, · · · , qt 是递推关系 (6.2.2) 的全部不同的特征根, 其重数分别为
e1, e2, · · · , et (e1 + e2 + · · · + et = k), 那么递推关系 (6.2.2) 的通解为

f(n) = f0(n) + f1(n) + · · · + ft(n),

其中
fi(n) =

(
bj1 + bj2n + · · · + bji

nei−1) · qi
n (1 ⩽ i ⩽ t).
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例 2.3
求解递推关系{

f(n) = −f(n − 1) + 3f(n − 2) + 5f(n − 3) + 2f(n − 4),
f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = 2.

解 该递推关系的特征方程为
x4 + x3 − 3x2 − 5x − 2 = 0,

其特征根为
x1 = x2 = x3 = −1, x4 = 2.

由定理 6.2.2, 对应于 x = −1 的解为
f0(n) = c1(−1)n + c2n(−1)n + c3n2(−1)n,

对应于 x = 2 的解为
f2(n) = c42n.

因此, 递推关系的通解为
f(n) = f0(n) + f2(n)

= c1(−1)n + c2n(−1)n + c3n2(−1)n + c42n.
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代人初始值, 得到方程组
c1 + c4 = 1,

−c1 − c2 − c3 + 2c4 = 0
c1 + 2c2 + 4c3 + 4c4 = 1,

−c1 − 3c2 − 9c3 + 8c4 = 2,

解这个方程组, 得

c1 = 7
9

, c2 = −1
3

, c3 = 0, c4 = 2
9

.

所以, 原递推关系的解为

f(n) = (−1)n 7
9

− (−1)n 1
3

n + 2
9

· 2n.
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递推关系

1 递推关系的建立

2 常系数线性齐次递推关系的求解

3 常系数线性非齐次递推关系的求解

4 用迭代归纳法求解递推关系

5 用生成函数求解递推关系
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k 阶常系数线性非齐次递推关系的一般形式为

f(n) = c1f(n − 1) + c2f(n − 2) + · · · + ckf(n − k) + g(n) (n ⩾ k), (6.3.1)

其中, c1, c2, · · · , ck 为常数, ck ̸= 0, g(n) ̸= 0. 递推关系 (6.3.1) 对应的齐次递推
关系为

f(n) = c1f(n − 1) + c2f(n − 2) + · · · + ckf(n − k). (6.3.2)

定理 3.1
k 阶常系数线性非齐次递推关系 (6.3.1) 的通解是递推关系 (6.3.1) 的特解加上
其相应的齐次递推关系 (6.3.2) 的通解.
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证明 设 f0(n) 是递推关系 (6.3.1) 的特解, f2(n) 是递推关系 (6.3.2) 的解, 则
f0(n) + f2(n) =(c1f0(n − 1) + c2f0(n − 2) + · · ·

+ckf0(n − k) + g(n))

=c1 (f0(n − 1) + f2(n − 1)) + · · ·

+ ck (f0(n − k) + f2(n − k)) + g(n).
所以, f0(n) + f2(n) 是递推关系 (6.3.1) 的解.

反之, 任给递推关系 (6.3.1) 的一个解 f(n), 与上类似, 可以证明 f(n)− f0(n)
是递推关系 (6.3.2) 的解. 而 f(n) = (f(n) − f0(n)) + f0(n), 所以 f(n) 可以表
示成 f0(n) 与递推关系 (6.3.2) 的解之和.

综合以上分析, 定理成立.
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对于一般的 g(n), k 阶常系数线性非齐次递推关系 (6.3.1) 没有普遍的解法, 只
有在某些简单的情况下, 可以用待定系数法求出递推关系 (6.3.1) 的特解. 表
6.3.1 对于几种 g(n) 给出了递推关系 (6.3.1) 的特解 f0(n) 的一般形式. 在 6.5
节, 我们将用生成函数的方法证明表 6.3.1 中特解的正确性.

表: 6.3.1

g(n) 特征多项式 P (x) 特解 f0(n) 的一般形式

βn P (β) ̸= 0 aβn

β 是 P (x) = 0 的 m 重根 anmβn

ns P (1) ̸= 0 bsns + bs−1ns−1 + · · · + b1n + b0

1 是 P (x) = 0 的 m 重根 nm
(
bsns + bs−1ns−1 + · · · + b1n + b0

)
nsβn P (β) ̸= 0

(
bsns + bs−1ns−1 + · · · + b1n + b0

)
βn

β 是 P (x) = 0 的 m 重根 nm
(
bsns + bs−1ns−1 + · · · + b1n + b0

)
βn
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例 3.1
求解递推关系 {

f(n) = 2f(n − 1) + 4n−1,

f(0) = 1.

解 因为 4 不是特征方程的根, 所以该递推关系的非齐次特解为 4n−1a. 将其代
人递推关系, 得比较等式两边 4n−1 的系数, 得

a = 1
2

a + 1,

从而而相应齐次递推关系的通解为 2nc, 由定理 6.3.1 知, 非齐次递推关系的通
解为由初值 f(0) = 1, 得

f(n) = 2nc + 4n−1 · 2.

20c + 40−1 · 2 = 1,

从而
c = 1

2
,

故
f(n) = 1

2
(2n + 4n) .
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例 3.2
求解递推关系 {

f(n) − 4f(n − 1) + 4f(n − 2) = n · 2n,

f(0) = 0, f(1) = 1.

解 由于 2 是特征方程的二重根, 所以该递推关系的特解为
f0(n) = n2 (b1n + b0) · 2n.

将它代人递推关系, 并比较等号两边 n 的系数及常数项, 得到{
6b1 = 1,

−6b1 + 2b0 = 0,

解得
b0 = 1

2
, b1 = 1

6
.

而相应齐次递推关系的通解为 (c0 + c1n) · 2n, 从而非齐次递推关系的通解为
f(n) =

(
(c0 + c1n) + n2

(
n

6
+ 1

2

))
· 2n.

再由初值 f(0) = 0, f(1) = 1, 求得 c0 = 0, c1 = − 1
6 . 于是

f(n) = 1
6
(
n3 + 3n2 − n

)
· 2n.
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例 3.2
求解递推关系 {
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2
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例 3.3
求解 Hanoi 塔问题满足的递推关系{

f(n) = 2f(n − 1) + 1,

f(0) = 0.

解 相应的特征方程为 x = 2, 故齐次通解为 2nc. 设非齐次特解为 b, 代人原递
推关系, 得

b − 2b = 1,

所以特解为 b = −1. 根据前面的分析, 可知该递推关系的通解为

f(n) = 2nc − 1.

代入初值 f(0) = 0, 得 c = 1. 所以

f(n) = 2n − 1.
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例 3.4
求解非齐次线性递推关系

hn = 6hn−1 − 9hn−2 + 2n, (n ≥ 2),

初始条件为 h0 = 1, h1 = 0.

解 先求原递推关系对应的齐次线性递推关系

An = 6An−1 − 9An−2

的通解, 得到 An = (an + b)3n.

再寻找原非齐次线性递推关系的一个特解. 观察原递推关系特点, 猜想
Bn = cn + d (其中 c, d 待定) 应为一个特解. 代入原递推关系, 解得
c = 1

2 , d = 3
2 , 即 Bn = 1

2 n + 3
2 为一个特解. 故原非齐次线性递推关系的通解可

设为
hn = An + Bn = (an + b)3n + 1

2
n + 3

2
.

代入初始条件, 解得 a = − 1
6 , b = − 1

2 . 从而

hn =
(

−n

6
− 1

2

)
3n + 1

2
n + 3

2
.
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例
求解非齐次线性递推关系

hn = 6hn−1 − 9hn−2 + 2n, (n ≥ 2),

初始条件为 h0 = 1, h1 = 0.

注意, 必须在有了齐次线性递推关系的通解以及非齐次线性递推关系的特解并
将它们相加得到 An + Bn 以后, 才可以代入初始条件以获得通解的特征根系
数. 这是因为初始条件是针对满足相应非齐次线性递推关系的数列本身, 而并
非其齐次部分.
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递推关系

1 递推关系的建立

2 常系数线性齐次递推关系的求解

3 常系数线性非齐次递推关系的求解

4 用迭代归纳法求解递推关系

5 用生成函数求解递推关系
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例 4.1
平面上有 n 条直线, 任意两条直线都不平行, 任意三条直线都不共点, 则这 n

条直线把平面分成多少个部分?

解 设 an 为所求. 易见 a0 = 1, a1 = 2, a2 = 4, . . .

考察第 n 条直线, 在其它直线将平面划分为 an−1 个部分的基础上, 第 n 条直
线与其它 n − 1 条直线有 n − 1 个交点, 从而自身被分成 n 段. 每段都将原来
an−1 块区域中的某部分一分为二, 从而形成 n 块新区域.

故当 n ≥ 1 时, an = an−1 + n.

从而, an = 1 + 1 + 2 + · · · + n = 1 + n2+n
2 = n2+n+2

2 .
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将非齐次递推关系齐次化

例 4.2
求解递推关系 {

f(n) = 2f(n − 1) + 4n−1

f(1) = 3

解 由递推关系 (6.4.1) 可以得到

f(n − 1) = 2f(n − 2) + 4n−2,

将上式乘以 −4 后再与式 (6.4.1) 相加, 得

f(n) = 6f(n − 1) − 8f(n − 2). (6.4.2)

如此我们得到了二阶齐次递推关系 (6.4.2), 它需要两个初值才能确定解.
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将 f(1) = 3 代人递推关系 (6.4.1), 得所以有

f(2) = 2f(1) + 42−1 = 10.{
f(n) = 6f(n − 1) − 8f(n − 2),
f(1) = 3, f(2) = 10.

它的特征方程为
x2 − 6x + 8 = 0,

解得两个特征根为于是, 通解为

x1 = 2, x2 = 4,

f(n) = A · 2n + B · 4n.

由初值 f(1) = 3, f(2) = 10, 求得 A = B = 1
2 . 故

f(n) = 1
2

(2n + 4n) .

40 / 51



递推关系

1 递推关系的建立

2 常系数线性齐次递推关系的求解

3 常系数线性非齐次递推关系的求解

4 用迭代归纳法求解递推关系

5 用生成函数求解递推关系

41 / 51



利用生成函数求解各类递推关系有广泛的适用性，给定关于 f(n) 的递推关系
式，求解 f(n) 的基本步骤是：

基本步骤
1 令 A(x) =

∑∞
n=0 f(n)xn;

2 将关于 f(n) 的递推关系式转化成关于 A(x) 的方程式;

3 解出 A(x), 将 A(x) 展开成 x 的幂级数，xn 的系数即为 f(n).
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例 5.1
求解递推关系 {

f(n) = 7f(n − 1) − 12f(n − 2),
f(0) = 2, f(1) = 7.

(6.4.3)

解 令

A(x) =
∞∑

n=0
f(n)xn,

则有

A(x) − f(0) − f(1)x =
∞∑

n=2
f(n)xn

=
∞∑

n=2
(7f(n − 1) − 12f(n − 2)) xn

= 7x
∞∑

n=1
f(n)xn − 12x2

∞∑
n=0

f(n)xn

= 7x (A(x) − f(0)) − 12x2A(x)
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将 f(0) = 2, f(1) = 7 代人上式并整理, 得

A(x) = 2 − 7x

1 − 7x + 12x2 = 1
1 − 3x

+ 1
1 − 4x

=
∞∑

n=0
(3n + 4n) xn,

所以
f(n) = 3n + 4n
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例 5.2
求解递推关系 {

f(n) = 4f(n − 1) − 4f(n − 2) (n ⩾ 2)
f(0) = 0, f(1) = 1.

解 令

A(x) =
∞∑

n=0
f(n)xn,

则有

A(x) − f(0) − f(1)x =
∞∑

n=2
f(n)xn

=
∞∑

n=2
[4f(n − 1) − 4f(n − 2)]xn

= 4x

∞∑
n=1

f(n)xn − 4x2
∞∑

n=0
f(x)xn

= 4x · [A(x) − f(0)] − 4x2A(x).
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将 f(0) = 0, f(1) = 1 代人上式并整理, 得

A(x) = x

4x2 − 4x + 1
= x

(1 − 2x)2 .

设
A(x) = C1

1 − 2x
+ C2

(1 − 2x)2 ,

其中, C1, C2 为待定系数. 通过比较等式两边分子的常数项与 1 次项系数, 可得{
C1 + C2 = 0,

−2 · C1 = 1,

所以, C1 = − 1
2 , C2 = 1

2 .

A(x) = −1
2

· 1
1 − 2x

+ 1
2

· 1
(1 − 2x)2

= −1
2

∞∑
n=0

2nxn + 1
2

∞∑
n=0

(
n + 1

n

)
· 2n · xn.

故
f(n) = −1

2
· 2n + 1

2
· (n + 1) · 2n = 1

2
· n · 2n = n · 2n−1.
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例 5.3
求解递推关系 {

f(n) = f(n − 1) + n4,

f(0) = 0.

解 令

A(x) =
∞∑

n=0
f(n)xn,

代人递推关系, 得

A(x) − f(0) =
∞∑

n=1
[f(n − 1) + n4]xn

=xA(x) +
∞∑

n=1
n4xn,

解得

A(x) = 1
1 − x

∞∑
n=1

n4xn.
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利用

G
{

k3} =
x
(
1 + 4x + x2)
(1 − x)4 ,

求得

G
{

k4} =
x
(
1 + 11x + 11x2 + x3)

(1 − x)5 .

所以

A(x) =
x
(
1 + 11x + 11x2 + x3)

(1 − x)6

=
(
x + 11x2 + 11x3 + x4) ∞∑

i=1

(
i + 5

i

)
xi.

于是, xn 的系数 f(n) 为

f(n) =
(

n − 1 + 5
n − 1

)
+ 11

(
n − 2 + 5

n − 2

)
+ 11

(
n − 3 + 5

n − 3

)
+
(

n − 4 + 5
n − 4

)
= 1

30
n(n + 1)

(
6n3 + 9n2 + n − 1

)
.
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例 5.4
求解递推关系 {

f(n) = 2f(n − 1) + 4n−1 (n ⩾ 2),
f(1) = 3.

解 令

A(x) =
∞∑

n=1
f(n)xn,

代人递推关系, 得

A(x) − f(1)x =
∞∑

n=2

(
2f(n − 1) + 4n−1)xn

= 2xA(x) + 4x2
∞∑

n=0
(4x)n,

解得

A(x) = (3 − 8x)x
(1 − 2x)(1 − 4x)

= x

(
1

1 − 2x
+ 2

1 − 4x

)
.

所以, xn 的系数 f(n) 为
f(n) = 1

2
(2n + 4n) .
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例 5.5
用硬币垒成一个“喷泉”如下, 每行的硬币都连续摆在一起, 除最下一行外, 每
枚硬币恰好置于其下面一行的两枚硬币之间. 令 f(n) 表示如此可能�成的最
下一行恰有 n 枚硬币的“喷泉”数. 试求 {f(n)}∞

n=0 的普通生成函数.

解 首先 f(0) = 1. 对 n ≥ 1, 若只有一行, 则数目为 1 , 若有多于一行, 设从下
面数第二行有 k 枚硬币, 则 1 ≤ k ≤ n − 1, 且这 k 枚硬币所在的位置有 n − k

种, 所以

f(n) =
n−1∑
k=1

(n − k)f(k) + 1 =
n∑

k=1

(n − k)f(k) + 1.

令 {f(n)}∞
n=0 的普通生成函数为 f(x). 则

f(x) =
∞∑

n=0
f(n)xn =

∑
n≥0

(
n∑

k=1

(n − k)f(k) + 1

)
xn

=
∑
n≥0

(
n∑

k=1

(n − k)f(k)

)
xn +

∑
n≥0

1 · xn

=
∑
n≥0

(
n∑

k=1

(n − k)f(k)

)
xn + 1

1 − x
.
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设 g(x) = f(x) − 1, 即 g(x) 为 g(n) 的普通生成函数, 其中
g(0) = f(0) − 1 = 0, 而 n ≥ 1 时, g(n) = f(n). 则有

n∑
k=1

(n − k)f(k) =
n∑

k=1

(n − k)g(k) =
n∑

k=0

(n − k)g(k).

然而 {n}∞
0 的普通生成函数是 (xD) 1

1−x = x
(1−x)2 , 所以

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(n − k)g(k)

)
xn = x

(1 − x)2 g(x) = x

(1 − x)2 (f(x) − 1).

由
f(x) = x

(1 − x)2 (f(x) − 1) + 1
1 − x

,

解得
f(x) = 1 − 2x

1 − 3x + x2 .

经过计算, 可求得 f(n) 为

f(n) = −1 +
√

5
2
√

5

(
3 +

√
5

2

)n

+ 1 +
√

5
2
√

5

(
3 −

√
5

2

)n

.
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