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第一类 Stirling 数

定义 1.1
对于正整数 n, k, 定义 c(n, k) 为 n 元对称群 Sn 中恰好由 k 个不交轮换构成的置换个数（不动点也
看作一个轮换）.
s(n, k) = (−1)n−kc(n, k) 被称为第一类 Stirling 数, c(n, k) 也常称为无符号的第一类 Stirling 数.

规定 c(0, 0) = 1 以及当 n ≥ 1 时，c(n, 0) = c(0, n) = 0, 这显然是合理的.
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第一类 Stirling 数的递推关系

引理 1.2
对任意 n ≥ 1, k ≥ 1，c(n, k) 满足如下递推式

c(n, k) = (n − 1)c(n − 1, k) + c(n − 1, k − 1).

证明.
设置换 σ 是 Sn 中恰好有 k 个轮换的置换，若 σ(n) = n, 则 n 在 σ 中为一个单独的轮换，从而这样
的 σ 的个数等于 Sn−1 中恰有 k − 1 个轮换的置换的个数，即 c(n − 1, k − 1) 个; 若
σ(n) = i, 1 ≤ i ≤ n − 1, 则将轮换中的 n 与 i 看为一个元素，从而这样的 σ 的个数等于 Sn−1 中恰
有 k 个轮换的置换的个数，即 c(n − 1, k) 个，因此

c(n, k) = (n − 1)c(n − 1, k) + c(n − 1, k − 1).
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第一类 Stirling 数的普通生成函数

定理 1.3
{c(n, k)}∞

n=1 满足如下的函数方程
n∑

k=1

c(n, k)xk = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n − 1).
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第一类 Stirling 数的普通生成函数
证明.
对 n 用归纳法证明命题.n = 1 时命题即 x = x, 显然成立. 设对 n ≥ 2, n − 1 时命题成立，则当 n

时，由归纳假设及 c(n, k) 的递推性质知，任意 1 ≤ k ≤ n,
[xk]x · · · (x + n − 1) =[xk]x · · · (x + n − 2)x + (n − 1)[xk]x · · · (x + n − 2)

=[xk−1]x · · · (x + n − 2) + (n − 1)[xk]x · · · (x + n − 2)

=c(n − 1, k − 1) + (n − 1)c(n − 1, k)

=c(n, k).
从而

n∑
k=1

c(n, k)xk = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + n − 1),

即命题对 n 成立.
由归纳原理知命题对一切正整数 n 成立，即 {c(n, k)}∞

n=1 满足定理中所述函数方程.
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第一类 Stirling 数的普通生成函数

很多情况下，第一类 Stirling 数 s(n, k) 往往比无符号的第一类 Stirling 数 c(n, k) 更容易处理. 针对
{s(n, k)}∞

n=1, 定理（1.3）相应的等价形式是下面定理.

定理 1.4
{s(n, k)}∞

n=1 满足如下的函数方程
n∑

k=1

s(n, k)xk = (x)n.

这里 (x)n = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1).
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第一类 Stirling 数的普通生成函数

定理 1.4 {s(n, k)}∞
n=1 满足如下的函数方程

n∑
k=1

s(n, k)xk = (x)n.

这里 (x)n = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1).

证明.
在定理（1.3）中用 −x 代替 x 得

n∑
k=1

c(n, k)(−x)k = −x(−x + 1)(−x + 2) · · · (−x + n − 1),

两边同时乘以 (−1)n 得
n∑

k=1

(−1)nc(n, k)(−x)k = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − n + 1),

即
n∑

k=1

s(n, k)xk = (x)n. 9 / 1



第一类 Stirling 数的普通生成函数

证明 现在我们用另外一种方法证明定理（1.4）. 回顾引理（1.2）中无符号的第一类 Stirling 数
c(n, k) 满足的递推关系及初始条件，将其转化成第一类 Stirling 数 s(n, k), 且当 n ≥ 1 时，满足如
下递推式

s(n, k) = s(n − 1, k − 1) − (n − 1)s(n − 1, k).

我们希望找到生成函数 fn(x) =
∑

k≥0 s(n, k)xk. 在上述递推式左右两边同乘以 xk, 并对 k, k ≥ 1 求
和, 得 ∑

k≥1

s(n, k)xk =
∑
k≥1

s(n − 1, k − 1)xk − (n − 1)
∑
k≥1

s(n − 1, k)xk.

接下来使用 fn(x) 表示上述等式，得
fn(x) − s(n, 0)x0 = fn(x) = xfn−1(x) − (n − 1)fn−1(x),

即
fn(x) = (x − n + 1)fn−1(x).

这就得到生成函数序列 fn(x) 的递推关系. 由初始条件 s(0, k) 得 f0(x) = 1. 现在容易猜出 fn(x) 的
表达式，只需写出前面一些值然后用归纳法证明即可. 这样就证明了当 n, k ≥ 1 时定理成立. 10 / 1
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第二类 Stirling 数

定义 2.1
对于正整数 n, k, 定义 S(n, k) 为把 [n] 分成 k 个非空子集的划分的个数，称为第二类 Stirling 数

规定 S(0, 0) = 1 以及当 n ≥ 1 时，S(n, 0) = S(0, n) = 0, 这显然是合理的.
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第二类 Stirling 数的递推关系
引理 2.2
对任意 n ≥ 1, k ≥ 1，第二类 Stirling 数 S(n, k) 满足如下递推式

S(n, k) = kS(n − 1, k) + S(n − 1, k − 1).

证明.
把 [n] 分成 k 个非空子集的划分，简称为把 [n] 的一个 k− 划分. 设 P 是 [n] 的一个 k− 划分. 若 n

在 P 中为一个单独的子集，则这样的 P 的个数等于 [n − 1] 的 (k − 1)− 划分个数, 即
S(n − 1, k − 1). 若 n 在 P 中不是一个单独的子集，则从 P 中去掉 n 可以得到一个 [n − 1] 的 k−
划分, 而把 n 插入任意一个 [n − 1] 的 k− 划分可得到 k 个不同的 [n] 的 k− 划分, 从而这样的 P 的
个数等于 [n − 1] 的 k− 划分个数的 k 倍，即 kS(n − 1, k). 因此

S(n, k) = kS(n − 1, k) + S(n − 1, k − 1).
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第二类 Stirling 数

定理 2.3
{S(n, k)}∞

n=1 满足如下的函数方程
n∑

k=1

S(n, k)(x)k = xn.

这里 (x)k = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − k + 1).
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第二类 Stirling 数

证明 对 n 用归纳法证明命题.n = 1 时命题即 x = x, 显然成立. 设对 n ≥ 2, n − 1 时命题成立，则当
n 时，由归纳假设及 S(n, k) 的递推性质知

xn = xn−1x

=
n−1∑
k=1

S(n − 1, k)(x)kx

=
n−1∑
k=1

S(n − 1, k)(x)k(x − k + k)

=
n−1∑
k=1

S(n − 1, k)(x)k+1 +
n−1∑
k=1

kS(n − 1, k)(x)k

=
n∑

k=2

S(n − 1, k − 1)(x)k +
n−1∑
k=1

kS(n − 1, k)(x)k
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第二类 Stirling 数

=
n∑

k=1

S(n − 1, k − 1)(x)k +
n∑

k=1

kS(n − 1, k)(x)k

=
n∑

k=1

S(n, k)(x)k.

即命题对 n 成立.

由归纳原理知命题对一切正整数 n 成立，即 {S(n, k)}∞
n=1 满足定理中所述函数方程.

注: 设 x 为一个正整数，则有 xn 个从 [n] 到 [x] 的映射，对 [x] 的每个 k− 子集 Y，有 k!S(n, k) 个
从 [n] 到 Y 的满射，所以

xn =
n∑

k=1

(
x

k

)
k!S(n, k) =

n∑
k=1

S(n, k)(x)k.
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第二类 Stirling 数的普通生成函数

定理 2.4
{S(n, k)}∞

k=1 满足如下的函数方程
k∑

n=1
S(n, k)xn = xk

(1 − x)(1 − 2x) · · · (1 − kx)
.
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第二类 Stirling 数的普通生成函数

证明 回顾引理（2.2）中第二类 Stirling 数 S(n, k) 满足如下递推式

S(n, k) = kS(n − 1, k) + S(n − 1, k − 1).

我们希望找到生成函数 fk(x) =
∑

n≥0 S(n, k)xn. 在上述递推式左右两边同乘以 xn, 并对 n, n ≥ 1
求和, 得 ∑

n≥1

S(n, k)xn =
∑
n≥1

kS(n − 1, k)xn +
∑
n≥1

S(n − 1, k − 1)xn.

接下来使用 fk(x) 表示上述等式，得

fk(x) = kxfk(x) + xfk−1(x),

即
fk(x) = x

1 − kx
fk−1(x).

这就得到生成函数序列 fk(x) 的递推关系. 由初始条件 S(n, 0) 得 f0(x) = 1. 现在容易猜出 fk(x) 的
表达式，只需写出前面一些值然后用归纳法证明即可. 这样就证明了当 n, k ≥ 1 时定理成立.
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S(n, k) 的显式公式

在求第二类 Stirling 数的指数型生成函数之前，我们先得到 S(n, k) 的显式公式.

定理 3.1
对于任意的正整数 n, k,

S(n, k) = 1
k!

k∑
j=0

(
k

j

)
jn(−1)k−j .

注：容易看到，k!S(n, k) 就是容斥原理章节中例题里面所讨论的从 [n] 到 [k] 的满射的个数.
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第二类 Stirling 数的指数型生成函数

定理 3.2
{S(n, k)}∞

n=1 的指数型生成函数为
∞∑

n=0

S(n, k)xn

n!
= (ex − 1)k

k!
.
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第二类 Stirling 数的指数型生成函数

证明
∞∑

n=0

S(n, k)xn

n!
=

∞∑
n=0

1
k!

k∑
j=0

(
k

j

)
jn(−1)k−j xn

n!

=
k∑

j=0
(−1)k−j 1

k!

(
k

j

) ∞∑
n=0

jn xn

n!

=
k∑

j=0
(−1)k−j 1

k!

(
k

j

)
ejx

= 1
k!

k∑
j=0

(
k

j

)
(ex)j(−1)k−j

= 1
k!

(ex − 1)k.

相比之下，尽管也有第一类 Stirling 数的递推关系，但关于其生成函数的推导要更复杂，为了求
s(n, k) 的指数型生成函数, 需要借助两类 Stirling 数之间的关系.
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两类 Stirling 数的联系
定理 4.1
由两类 Stirling 数, 定义 n 级矩阵 A = (aij)n×n := (s(i, j))n×n 及 B = (bij)n×n := (S(i, j))n×n. 则

AB = BA = I.

证明.
考虑复数域上次数小于 n + 1 且常数项为零的多项式关于加法和数量乘法构成的线性空间{

n∑
i=1

λix
i | λi ∈ C

}
,{

x, x2, . . . , xn
}
与 {(x)1, (x)2, . . . , (x)n} 是它的两组基. 记 X = (x, x2, . . . , xn)′ ,

Y = ((x)1, (x)2, . . . , (x)n)′ , 则 X = BY, Y = AX. 即 A, B 恰好是这两组基之间的过渡矩阵. 固

AB = BA = I.
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于是又立即有下面的推论.

推论 4.2

n∑
l=1

s(i, l)S(l, j) = δ(i, j),

n∑
l=1

S(i, l)s(l, j) = δ(i, j).
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两类 Stirling 数的联系

定理 4.3
令 A(x), B(x) 分别表示数列 {an}∞

n=0 , {bn}∞
n=0 的指数型生成函数. 则下列三个命题等价：

(i) 对任意 n ≥ 0, bn =
∑n

i=0 S(n, i)ai;
(ii) 对任意 n ≥ 0, an =

∑n
i=0 s(n, i)bi;

(iii) B(x) = A (ex − 1), 也即 A(x) = B(ln(1 + x)).
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两类 Stirling 数的联系

证明 若 (ii) 成立, 由推论 4.2 有
n∑

j=0
S(n, j)aj =

n∑
j=0

S(n, j)
j∑

i=0
s(j, i)bi

=
n∑

i=0
bi

n∑
j=i

S(n, j)s(j, i)

=
n∑

i=0
bi

n∑
j=1

S(n, j)s(j, i)

=
n∑

i=0
biδ(n, i)

= bn

即 (i) 成立. 同理, 若 (i) 成立, 由推论 4.2 可得 (ii) 成立, 从而命题 (ii) 与 (i) 等价.
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两类 Stirling 数的联系

若 (i) 成立, 由定义, 有

B(x) =
∞∑

n=0
bn

xn

n!

=
∞∑

n=0

n∑
i=0

S(n, i)ai
xn

n!

=
∞∑

i=0
ai

∑
n≥i

S(n, i)xn

n!

=
∞∑

i=0
ai

∑
n≥0

S(n, i)xn

n!

=
∞∑

i=0
ai

(ex − 1)i

i!

= A (ex − 1)
即 (iii) 成立. 易见推导过程可逆，从而命题 (iii) 与 (i) 等价.

综上知命题 (i)，(ii) 与 (iii) 相互等价.
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第一类 Stirling 数的指数型生成函数

推论 5.1
{s(n, k)}∞

n=1 的指数型生成函数是
(ln(1 + x))k

k!
.

证明.
借助两类 Stirling 数的联系进行证明. 对于 n ∈ N, 令 bn = δ(n, k), an = s(n, k), 则
an =

∑n
i=0 s(n, i)bi. 令 A(x), B(x) 分别表示数列 {an}∞

n=0 , {bn}∞
n=0 的指数型生成函数. 显然

B(x) = xk

k! , 由定理 4.3 知 {an}∞
n=0 的指数型生成函数为

A(x) = B(ln(1 + x)) = (ln(1 + x))k

k!
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