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引论

生成函数是一种既简单又有用的数学方法, 它最早出现于 19 世纪初.

对于组合计数问题, 生成函数是一种最重要的一般性处理方法.

它的中心思想是:

对于一个有限或无限数列
{a0, a1, a2, · · · }

用幂级数
A(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·

使之成为一个整体,

然后通过研究幂级数 A(x), 导出数列 {a0, a1, a2, · · · } 的构造和性质.

我们称 A(x) 为序列 {a0, a1, a2, · · · } 的生成函数, 并记为 G {an}.

通常，我们用 [xn]A(x) 表示 A(x) 中 xn 的系数.
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引论

实际上, 在第 3 章中我们已经使用过生成函数方法. 组合数序列(
n

0

)
,

(
n

1

)
, · · · ,

(
n

n

)
的生成函数为

fn(x) =
(

n

0

)
+
(

n

1

)
x +

(
n

2

)
x2 + · · · +

(
n

n

)
xn.

由二项式定理知
fn(x) = (1 + x)n.

通过对 (1 + x)n 的运算, 可以导出一系列组合数的关系式, 例如
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n

n∑
i=1

i

(
n

i

)
= n · 2n−1

等等.
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例 1.1
投掷一次骰子, 出现点数 1, 2, · · · , 6 的概率均为 1

6 . 问连续投掷两次, 出现的点
数之和为 10 的概率有多少? 连续投掷 10 次, 出现的点数之和为 30 的概率又
是多少?

一次投掷出现的点数有 6 种可能. 连续两次投掷得到的点数构成二元数组
(i, j)(1 ⩽ i, j ⩽ 6), 共有 62 = 36 种可能.

由枚举法, 两次出现的点数之和为 10 的有 3 种可能:

(4, 6), (5, 5), (6, 4),

所以概率为 3
36 = 1

12 .

如果问题是连续投掷 10 次, 其点数之和为 30 的概率有多少, 这时就不那么简
单了.

这是由于 10 个数之和为 30 的可能组合方式很多, 难以一一列举, 要解决这个
问题, 只能另辟新径.
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解 我们用多项式
x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6

表示投掷一次可能出现点数 1, 2, · · · , 6, 观察(
x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6) (x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6) .

从两个括号中分别取出 xm 和 xn, 使

xm · xn = x10,

即是两次投掷分别出现点数 m, n, 且 m + n = 10. 由此得出, 展开式中 x10 的
系数就是满足条件的方法数. 同理, 连续投掷 10 次, 其和为 30 的方法数为(

x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)10

中 x30 的系数.
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而 (
x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)10

=x10 (1 − x6)10 (1 − x)−10

=x10 ·
10∑

i=0
(−1)i

(
10
i

)
x6i ·

∞∑
i=0

(
10 − 1 + i

i

)
xi

所以, x30 的系数为(
29
20

)
−
(

23
14

)(
10
1

)
+
(

17
8

)(
10
2

)
−
(

11
2

)(
10
3

)
= 2930455.

故所求概率为
2930455

610 ≈ 0.0485

8 / 68



生成函数

1 引论

2 形式幂级数

3 生成函数的性质

4 组合型分配问题的生成函数

5 排列型分配问题的指数型生成函数

9 / 68



数列

{a0, a1, a2, · · · } (1)

的生成函数是幂级数

A(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · (2)

由于只有收敛的幂级数才有解析意义, 并可以作为函数进行各种运算, 这样就有
了级数收敛性的问题.

为了解决这个问题, 我们从代数的观点引入形式幂级数的概念.

我们称幂级数 (2) 是形式幂级数, 其中的 x 是末定元, 看作是抽象符号.

对于实数域 R 上的数列 {a0, a1, a2, · · · }, x 是 R 上的末定元, 表达式

A(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·

称为 R 上的形式幂级数.
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形式幂级数

一般情况下, 形式幂级数被认为是形式的, x 只是一个抽象符号, 并不需要对 x

赋予具体数值, 因而就不需要考虑它的收敛性.

在这样定义下, 解析收敛不是问题, 对于
∑

n≥0 n!xn, 除了在 x = 0 处外没有其
他点收敛, 我们也可讨论形式幂级数.

定义 2.1
设 A(x) =

∑∞
k=0 akxk 与 B(x) =

∑∞
k=0 bkxk 是 R 上的两个形式幂级数, 若对

任意 k ⩾ 0, 有 ak = bk, 则称 A(x) 与 B(x) 相等, 记作 A(x) = B(x).
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我们用符号

R[[x]] =

∑
n≥0

anxn | an ∈ R 对于所有的n ≥ 0


表示形式幂级数的集合.

它的加法、数乘、乘法规则定义如下∑
n≥0

anxn +
∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0

(an + bn) xn,

c
∑
n≥0

anxn =
∑
n≥0

(can) xn,

∑
n≥0

anxn ·
∑
n≥0

bnxn =
∑
n≥0

cnxn,

其中 c ∈ R 且

cn =
n∑

k=0

akbn−k.
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定理 2.2
对 R[[x]] 中的任意一个元素 A(x) =

∑∞
k=0 akxk 有乘法逆元当且仅当 a0 ̸= 0.

证明 ⇒ 设存在 B(x) =
∑∞

j=0 bjxj ，使 A(x)B(x) = 1

比较两边的常数项得到 a0b0 = 1, 因而 a0 ̸= 0.

⇐ 若 a0 ̸= 0. 

a0b0 = 1
a1b0 + a0b1 = 0
a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0
· · ·
akb0 + ak−1b1 + · · · + a0bk = 0
· · ·

其为关于 b0, b1, b2, · · · , bk, · · · 的一个非齐次线性方程组，

对任意因定的正整数 k，将 b0, b1, . . . , bk 当作未知量, 解前 k + 1 个非齐次线性
方程组.
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前 k + 1 个方程的系数行列式为

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 0 0 · · · 0
a1 a0 0 · · · 0
a2 a1 a0 · · · 0
...

...
...

...
ak−1 ak−2 ak−3 · · · 0
ak ak−1 ak−2 · · · a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ak+1

0 ̸= 0

由克拉默法则知该非齐次线性方程组有唯一解，

即方程组对（b0, b1, . . . , bk）有唯一解.

所对应形式幂级数为

B(x) =
∞∑

k=0

bkxk

则 B(x) 为 A(x) 的乘法逆元.
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例 2.1
求 (1 − x) 的逆元

解 令 A(x) = (1 − x) ，设其逆为 B(x) =
∑

n≥0 bnxn.

a0 = 1, a1 = −1, ai = 0 (i = 2, 3, · · · )

由 A(x)B(x) = 1，对应关于 b0, b1, b2, · · · , bk, · · · 的非齐次线性方程组为

a0b0 = 1,

a1b0 + a0b1 = 0,

a2b0 + a1b1 + a0b2 = 0,

· · ·
akb0 + ak−1b1 + · · · + a0bk = 0,

· · ·
解得 bi = 1 (i = 0, 1, 2, · · · ). 故

B(x) =
∑
n≥0

xn.
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考虑 A(x) =
∑

n anxn 与 B(x) 的 复合 为

A(B(x)) =
∑
n≥0

anB(x)n.

上式右边是关于形式幂级数的无限求和, 而不仅仅是形式变量.

为讨论这样的和, 需要在 C[[x]] 中引入收敛的概念. (略)

定理 2.3
给定 A(x), B(x) ∈ R[[x]], 则
复合 A(B(x)) 存在 当且仅当 A(x) 为多项式 或者 B(x) 常数项为 0.

(证明略)

因此, 不存在形式幂级数 ex+1.
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在整环 R[[x]] 上还可以定义形式导数.

定理 2.4
对于任意 A(x) =

∑∞
k=0 akxk ∈ R[[x]], 规定

DA(x) ≡
∞∑

k=1

kakxk−1

称 DA(x) 为 A(x) 的形式导数.

A(x) 的 n 阶形式导数可以递归地定义为{
D0A(x) ≡ A(x)
DnA(x) ≡ D

(
Dn−1A(x)

)
(n ⩾ 1)
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形式导数满足如下规则：

(1) D[αA(x) + βB(x)] = αDA(x) + βDB(x)

(2) D[A(x) · B(x)] = A(x)DB(x) + B(x)DA(x)

(3) D (An(x)) = nAn−1(x)DA(x)

由此可知, 形式导数满足微积分中求导运算的规则.

当某个形式幂级数在某个范围内收敛时, 形式导数就是微积分中的求导运算.

为了书写方便, 以后用 A′(x), A′′(x), · · · 分别代表 DA(x), D(2)A(x), · · · .
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设数列 {a0, a1, a2, · · · } 的生成函数为 A(x) =
∑∞

k=0 akxk,

数列 {b0, b1, b2, · · · } 的生成函数为 B(x) =
∑∞

k=0 bkxk.

我们可以得到生成函数的如下一些性质：

性质 1
若

bk =

{
0 (k < ℓ)
ak−ℓ (k ⩾ ℓ)

则
B(x) = xℓ · A(x).

性质 2
若 bk = ak+l, 则

B(x) = 1
xl

(
A(x) −

l−1∑
k=0

akxk

)
.
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性质 3
若 bk =

∑k
i=0 ai, 则 B(x) = A(x)

1−x .

证明 由假设条件, 有

b0 = a0,

b1 = a0 + a1,

b2 = a0 + a1 + a2,

· · · · · ·

bk = a0 + a1 + a2 + · · · + ak,

· · · · · ·

a0 = b0,

a1 = b1 − b0,

a2 = b2 − b1,

· · · · · ·

an = bn − bn−1,

· · · · · ·

把右边各式的两边分别相加, 得
A(x) = b0 + (b1 − b0)x + (b2 − b1)x2 + · · · + (bn − bn−1)xn + · · ·

= B(x) − xB(x)
因此,

B(x) = A(x)
1 − x

.
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性质 4
若 bk = kak, 则

B(x) = xA′(x).

证明 由 A′(x) 的定义知

xA′(x) = x

∞∑
k=1

kakxk−1 =
∞∑

k=0

kakxk =
∞∑

k=0

bkxk = B(x).
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性质 5
若 ck = αak + βbk, 则

C(x) ≡
∞∑

k=0

ckxk = αA(x) + βB(x).

性质 6
若 ck = a0bk + a1bk−1 + · · · + akb0, 则

C(x) ≡
∞∑

k=0

ckxk = A(x) · B(x).

这两个性质可由形式幂级数的数乘、加法及乘法运算的定义直接得出.
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利用这些性质, 我们可以求某些数列的生成函数, 也可以计算数列的和.

下面列出常见的几个数列的生成函数:

(1) G{1} = 1
1−x ;

(2) G
{

ak
}

= 1
1−ax ;

(3) G{k} = x
(1−x)2 ;

(4) G{k(k + 1)} = 2x
(1−x)3 ;

(5) G
{

k2} = x(1+x)
(1−x)3 ;

(6) G{k(k + 1)(k + 2)} = 6x
(1−x)4 ;

(7) G
{ 1

k!
}

= ex;

(8) G
{(

α
k

)}
= (1 + x)α;

(9) G
{(

n+k
k

)}
= 1

(1−x)n+1 .
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下面证明其中的几个生成函数.

证明 (3)

G{k} =
∞∑

k=1

kxk = x

∞∑
k=1

kxk−1

= x

( ∞∑
k=0

xk

)′

= x

(
1

1 − x

)′

= x

(1 − x)2 .

(4)

G{k(k + 1)} =
∞∑

k=1

(k + 1)kxk =

(
x

∞∑
k=1

kxk

)′

=
(

x2

(1 − x)2

)′

= 2x

(1 − x)3

或者

G{k(k + 1)} = x2
∞∑

k=2

k(k − 1)xk−2 = x2

( ∞∑
k=0

xk

)′′

= x2
(

1
1 − x

)′′

= 2x

(1 − x)3
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(5)

G
{

k2} =
∞∑

k=1

k2xk =
∞∑

k=1

(k + 1)kxk −
∞∑

k=1

kxk

= 2x

(1 − x)3 − x

(1 − x)2

= x(1 + x)
(1 − x)3

或者

G
{

k2} = x

( ∞∑
k=1

kxk

)′

= x (G{k})′

= x

(
x

(1 − x)2

)′

= x(1 + x)
(1 − x)3

利用生成函数的性质, 可以求出一些序列以及一些序列的和。

下面的两个例子说明了一些求解方法。

26 / 68



例 3.1
已知 {an} 的生成函数为

A(x) = 2 + 3x − 6x2

1 − 2x
,

求 an.

解 用部分分式的方法得

A(x) = 2 + 3x − 6x2

1 − 2x
= 2

1 − 2x
+ 3x,

而
2

1 − 2x
= 2

∞∑
n=0

2nxn =
∞∑

n=0
2n+1xn.

所以有

an =

{
2n+1 (n ̸= 1)
22 + 3 = 7 (n = 1)
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例 3.2
计算级数

12 + 22 + · · · + n2

的和.

解 由前面列出的第 (5) 个数列的生成函数知, 数列
{

n2} 的生成函数为
A(x) = x(1 + x)

(1 − x)3 =
∞∑

k=0

akxk,

此处, ak = k2. 令
bn = 12 + 22 + · · · + n2,

则

bn =
n∑

k=1

ak.
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因此, 数列 {bn} 的生成函数为

B(x) =
∞∑

n=0
bnxn = A(x)

1 − x
= x(1 + x)

(1 − x)4

=
(
x + x2) ∞∑

k=0

(
k + 3

k

)
xk.

比较等式两边 xn 的系数, 得

bn = 12 + 22 + · · · + n2 =
(

n + 2
3

)
+
(

n − 1
3

)

=
(

n + 2
n − 1

)
+
(

n + 1
n − 2

)

= n(n + 1)(2n + 1)
6

.
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生成函数

1 引论

2 形式幂级数

3 生成函数的性质

4 组合型分配问题的生成函数

5 排列型分配问题的指数型生成函数
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组合数的生成函数

本节介绍组合数序列的生成函数, 进而介绍如何用生成函数来求解组合型分配
问题.

我们在前面几章中讨论过三种不同类型的组合问题:

(1) 求 {a1, a2, · · · , an} 的 k 组合数;

(2) 求 {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的 k 组合数;

(3) 求 {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的 10 组合数.

其中,

• 问题 (1) 是普通集合的组合问题;
• 问题 (2) 转化为不定方程

x1 + x2 + · · · + xn = k

的非负整数解的个数问题;
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• 问题 (3) 是利用容斥原理在 M = {∞ · a, ∞ · b, ∞ · c} 中求不满足下述三
个性质：
P1 : 10 组合中 a 的个数大于或等于 4 ;
P2 : 10 组合中 b 的个数大于或等于 5 ;
P3 : 10 组合中 c 的个数大于或等于 6
的 10 组合数, 它们在解题方法上各不相同.

下面我们将看到, 引入生成函数的概念后, 上述三类组合问题可以统一地处理.
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问题 (2) 的解决

我们先从问题 (2) 开始. 令

M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an}

的 k 组合数为 bk. 考虑 n 个形式幂级数的乘积

(1 + x +x2 + · · ·
) (

1 + x + x2 + · · ·
)

· · ·
(
1 + x + x2 + · · ·

)︸ ︷︷ ︸
n 组

它的展开式中, 每一个 xk 均为

xm1xm2 · · · xmn = xk (m1 + m2 + · · · + mn = k)

其中 xm1 , xm2 , · · · , xmn 分别取自代表 a1 的第一个括号,

代表 a2 的第二个括号 · · · · · · 代表 an 的第 n 个括号;

m1, m2, · · · , mn 分别表示取 a1, a2, · · · , an 的个数.

于是, 每个 xk 都对应着多重集合 M 的一个 k 组合.

33 / 68



问题 (2) 的解决

因此 (
1 + x + x2 + · · ·

)n

中 xk 的系数就是 M 的 k 组合数 bk. 由此得出序列 {bk} 的生成函数为(
1 + x + x2 + · · ·

)n = 1
(1 − x)n

.

从而

bk =
(

n − 1 + k

k

)
.

这时, 我们再次得到了第 2 章中多重集合 M 的 k 组合数的公式, 只不过现在是
用生成函数获得的.

34 / 68



问题 (3) 的解决

用生成函数方法解问题 (3) 尤为简单.

将 {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的 k 组合数记为 bk, {bk} 的生成函数就是(
1 + x + x2 + x3) (1 + x + x2 + x3 + x4) (1 + x + x2 + x3 + x4 + x5) .

其原因是展开式中的 xk 必定为

xm1xm2xm3 = xk (m1 + m2 + m3 = k) .

由于 xm1 , xm2 , xm3 分别取自第一、第二、第三个括号, 故
0 ⩽ m1 ⩽ 3, 0 ⩽ m2 ⩽ 4, 0 ⩽ m3 ⩽ 5.

于是每个 xk 对应集合 {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的一个 k 组合. 特别令 k = 10, 则(
1 + x + x2 + x3) ·

(
1 + x + x2 + x3 + x4) ·

(
1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)

=
(
1 − x4) ·

(
1 − x5) ·

(
1 − x6) · 1

(1 − x)3

=
(
1 − x4 − x5 − x6 + x9 + x10 + x11 − x15) ·

∞∑
n=0

(
n + 2

n

)
xn.
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问题 (3) 的解决

所以, x10 的系数 b10 为

b10 =
(

10 + 2
10

)
−
(

6 + 2
6

)
−
(

5 + 2
5

)
−
(

4 + 2
4

)
+
(

1 + 2
1

)
+
(

0 + 2
0

)
=6

与第 4 章中用容斥原理得到的结果相同.

在普通集合 {a1, a2, · · · , an} 的 k 组合中, ai(1 ⩽ i ⩽ n) 或者出现或者不出现,
故该集合的 k 组合数序列 {bk} 的生成函数为

(1 + x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
,

从而

bk =
(

n

k

)
.
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定理 4.1
设从 n 元集合 S = {a1, a2, · · · , an} 中取 k 个元素的组合数为 bk, 若限定元素
ai 出现的次数集合为 Mi(1 ⩽ i ⩽ n), 则该组合数序列的生成函数为

n∏
i=1

( ∑
m∈Mi

xm

)
.

例 4.1
求多重集合 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的每个 ai 至少出现一次的 k 组
合数 bk.
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解 由定理 5.4.1 知
Mi = {1, 2, 3, · · · } (1 ⩽ i ⩽ n)

于是
G {bk} =

(
x + x2 + x3 + · · ·

)n

= xn · 1
(1 − x)n

=
∞∑

i=0

(
n − 1 + i

i

)
xn+i

=
∞∑

k=n

(
k − 1
k − n

)
xk

=
∞∑

k=n

(
k − 1
n − 1

)
xk,

所以

bk =

{
0 (k < n)(

k−1
n−1
)

(k ⩾ n)
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组合型分配问题的生成函数

定理 4.2
把 k 个相同的球放入 n 个不同的盒子 a1, a2, · · · , an 中, 限定盒子 ai 的容量集
合为 Mi(1 ⩽ i ⩽ n), 则其分配方案数的生成函数为

n∏
i=1

( ∑
m∈Mi

xm

)
.

证明 不妨设盒子 a1, a2, · · · , an 中放入的球数分别为 x1, x2, · · · , xn, 则
x1 + x2 + · · · + xn = k (xi ∈ Mi, 1 ⩽ i ⩽ n)

一种符合要求的放法相当于 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的一个 k 组合,
前面关于盒子 ai 容量的限制转变成 k 组合中 ai 出现次数的限制. 由定理
5.4.1 知, 组合型分配问题方案数的生成函数为

n∏
i=1

 ∑
m∈M,

xm

 .

39 / 68



组合型分配问题的生成函数

定理 4.2
把 k 个相同的球放入 n 个不同的盒子 a1, a2, · · · , an 中, 限定盒子 ai 的容量集
合为 Mi(1 ⩽ i ⩽ n), 则其分配方案数的生成函数为

n∏
i=1

( ∑
m∈Mi

xm

)
.

证明 不妨设盒子 a1, a2, · · · , an 中放入的球数分别为 x1, x2, · · · , xn, 则
x1 + x2 + · · · + xn = k (xi ∈ Mi, 1 ⩽ i ⩽ n)

一种符合要求的放法相当于 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的一个 k 组合,
前面关于盒子 ai 容量的限制转变成 k 组合中 ai 出现次数的限制. 由定理
5.4.1 知, 组合型分配问题方案数的生成函数为

n∏
i=1

 ∑
m∈M,

xm

 .

39 / 68



例 4.2
求不定方程

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 20

满足 x1 ⩾ 3, x2 ⩾ 2, x3 ⩾ 4, x4 ⩾ 6, x5 ⩾ 0 的整数解的个数.

解 本问题相当于把 20 个相同的球放入 5 个不同的盒子中, 盒子的容量集合分
别为

M1 = {3, 4, · · · } M2 = {2, 3, · · · } M3 = {4, 5, · · · }
M4 = {6, 7, · · · } M5 = {0, 1, 2, · · · }

该组合型分配问题的生成函数为(
x3 + x4 + · · ·

) (
x2 + x3 + · · ·

) (
x4 + x5 + · · ·

)
·
(
x6 + x7 + · · ·

) (
1 + x + x2 + · · ·

)
=x15 ·

(
1 + x + x2 + · · ·

)5 = x15 · 1
(1 − x)5

=x15 ·
∞∑

n=0

(
n + 4

n

)
xn

其中, x20 的系数
(5+4

5
)

= 126 就是满足条件的整数解的个数.
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例 4.3
求方程

x1 + x2 + x3 + x4 = 18

满足

1 ≤ x1 ≤ 5, −2 ≤ x2 ≤ 4,

0 ≤ x3 ≤ 5, 3 ≤ x4 ≤ 9

的整数解个数.

解 令
y1 = x1 − 1, y2 = x2 + 2, y3 = x3, y4 = x4 − 3,

则方程转化为
y1 + y2 + y3 + y4 = 16

相应的条件即

0 ≤ y1 ≤ 4, 0 ≤ y2 ≤ 6, 0 ≤ y3 ≤ 5, 0 ≤ y4 ≤ 6

.
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对应的生成函数为

(1 + x + x2 + x3 + x4)(1 + x + x2 + x3 + x4 + x5)

· (1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)2

=(1 − x5)(1 − x6)(1 − x7)2

(1 − x)4

=(1 − x5 − x6 − 2x7 + x11 + 2x12 + 2x13 + x14 − 2x18 − x19 − x20 + x25)

·
∞∑

k=0

(
k + 3

3

)
xk

所以它的 x16 的系数为(
16 + 3

3

)
−
(

11 + 3
3

)
−
(

10 + 3
3

)
− 2
(

9 + 3
3

)
+
(

5 + 3
3

)
+ 2
(

4 + 3
3

)
+ 2
(

3 + 3
3

)
+
(

2 + 3
3

)
= 969 − 364 − 286 − 2 × 220 + 56 + 2 × 35 + 2 × 20 + 10

= 55.
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例 4.4
设有 2 个红球、1 个黑球、3 个白球, 若每次从中任取 3 个球, 有多少种不同的
取法？

解 方法 1： (
1 + x + x2) (1 + x)

(
1 + x + x2 + x3)

=1 − x3

1 − x
· 1 − x2

1 − x
· 1 − x4

1 − x

=
(
1 − x2 − x3 + x5) (1 − x4) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
xk

x3 的系数为
(5

2
)

−
(3

2
)

−
(2

2
)

= 10 − 3 − 1 = 6

方法 2：(x1, x2, x3) = (0, 0, 3)(0, 1, 2)(1, 0, 2)(1, 1, 1)(2, 0, 1)(2, 1, 0)
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例 4.5
设有 1g、2g、3g、4g 的砝码各一枚. 若要求各砝码只能放在天平的一边, 问能
称出多少种重量？(0g 不计入)

解 (1 + x)
(
1 + x2) (1 + x3) (1 + x4) = 1 + x + · · · + x10, 故十种.

例 4.6
用 1 分、2 分、3 分的邮票可贴出多少种总面值为 4 分的方案.

解 1 + 1 + 1 + 1 1 + 1 + 2 1 + 3 2 + 2, 故四种.
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例 4.7
求用苹果、香蕉、橘子、梨组成的有 n 个水果的不同水果篮的个数, 其中要求
苹果有偶数个 (包括 0 个), 香蕉有 5 的倍数个 (包括 0 个), 橘子不超过 4 个,
梨最多 1 个.

解 (
1 + x2 + · · · + x2n + · · ·

) (
1 + x5 + · · · + x5n + · · ·

)
·
(
1 + x + x2 + x3 + x4) (1 + x)

= 1
1 − x2 · 1

1 − x5 · 1 − x5

1 − x
· (1 + x)

= 1
(1 − x)2 =

∞∑
k=0

(k + 1)xk

故所求为 n + 1 种.
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例 4.8
求不定方程 x1 + x2 + x3 = 14 满足条件 x1 ⩽ 8, x2 ⩽ 8, x3 ⩽ 8 的非负整数解
的个数.

解 设所求为 N , 则 N 是
A(t) =

(
1 + t + t2 + · · · + t8)3

展开式中 t14 的系数, 而

A(t) =
(

1 − t9

1 − t

)3

=
(
1 − t9)3 (1 − t)−3

=
(
1 − 3t9 + 3t18 − t27) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
tk,

所以

N =

(
14 + 2

2

)
− 3

(
5 + 2

2

)

=

(
16
2

)
− 3

(
7
2

)
= 120 − 3 × 21 = 57
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(
k + 2

2

)
tk,

所以

N =

(
14 + 2

2

)
− 3

(
5 + 2

2

)

=

(
16
2

)
− 3

(
7
2

)
= 120 − 3 × 21 = 57
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例 4.9
求方程 x1 + 2x2 + 4x3 = 21 的正整数解的个数。

解 设所求为 N , 故 N 是
A(t) =

(
t + t2 + · · ·

)
·
(
t2 + t4 + t6 + · · ·

)
.(

t4 + t8 + t12 + · · ·
)

展开式中 t21 的系数, 而
A(t) = t (1 − t)−1 · t2 (1 − t2)−1 · t4 (1 − t4)−1

= t7 (1 + t)
(
1 − t2)−2 (1 − t4)−1

= t7 (1 + t)
(
1 + t2)2 (1 − t4)−3

=
(
t7 + t8 + 2t9 + 2t10 + t11 + t12) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
t4k.

且只有 9 + 4k = 21 有整数解，解为 k = 3, 所以

N = 2 ·

(
3 + 2

2

)
= 20

47 / 68



例 4.9
求方程 x1 + 2x2 + 4x3 = 21 的正整数解的个数。

解 设所求为 N , 故 N 是
A(t) =

(
t + t2 + · · ·

)
·
(
t2 + t4 + t6 + · · ·

)
.(

t4 + t8 + t12 + · · ·
)

展开式中 t21 的系数, 而
A(t) = t (1 − t)−1 · t2 (1 − t2)−1 · t4 (1 − t4)−1

= t7 (1 + t)
(
1 − t2)−2 (1 − t4)−1

= t7 (1 + t)
(
1 + t2)2 (1 − t4)−3

=
(
t7 + t8 + 2t9 + 2t10 + t11 + t12) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
t4k.

且只有 9 + 4k = 21 有整数解，解为 k = 3, 所以

N = 2 ·
(

3 + 2
2

)
= 20

47 / 68



例 4.10
求由直线 x + 3y = 12, 直线 x = 0 及直线 y = 0 所围成的三角形 (包括边界)
的整点 (横坐标和纵坐标均是整数的点) 的个数.

解 设所求为 N , 则 N 是满足条件 x + 3y ⩽ 12 的非负整数率的个数. 令
z = 12 − x − 3y, 如果 x + 3y ⩽ 12, 则 z ⩾ 0 且 x + 3y + z = 12, 所以 N 是方
程 x + 3y + z = 12 的非负整数解的个数, 故 N 是

A(t) =
(
1 + t + t2 + · · ·

)2 (1 + t3 + t6 + · · ·
)

展开式中 t12 的系数, 而
A(t) = (1 − t)−2 (1 − t3)−1

=
(
1 + t + t2)2 (1 − t3)−3

=
(
1 + 2t + 3t2 + 2t3 + t4) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
t3k,

所以

N =

(
4 + 2

2

)
+ 2 ·

(
3 + 2

2

)
= 15 + 20 = 35.
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例 4.11
求平面直角坐标系 Oxy 中, 以 A(5, 0), B(0, 5), C(−5, 0), D(0, −5) 为顶点的正
方形 (包括边界) 的整点的个数.

解 设所求为 N . 过点 A(5, 0) 和点 B(0, 5) 的直线方程为 x+ y = 5.

由对称性知, 点 (x, y) 是该正方形内的一个整点的充分必要条件是

|x| + |y| ⩽ 5

且 x 和 y 均为整数.

所以 N 是方程
|x| + |y| + z = 5

满足条件 z ⩾ 0 的整数解的个数.

因此, N 是

A(t) =
(
1 + 2t + 2t2 + 2t3 + · · ·

)2 (1 + t + t2 + t3 + · · ·
)

展开式中 t5 的系数,
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而
A(t) =

(
2(1 − t)−1 − 1

)2 (1 − t)−1

= (1 + t)2(1 − t)−3

=
(
1 + 2t + t2) ∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
tk,

所以

N =

(
5 + 2

2

)
+ 2

(
4 + 2

2

)
+

(
3 + 2

2

)

=

(
7
2

)
+ 2 ·

(
6
2

)
+

(
5
2

)
= 21 + 30 + 10 = 61.
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例 4.12
从 {n · a, n · b, n · c} 中取出 n 个字母, 要求 a 的个数为偶数, 问有多少种取法?
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生成函数

1 引论

2 形式幂级数

3 生成函数的性质

4 组合型分配问题的生成函数

5 排列型分配问题的指数型生成函数
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排列数的指数型生成函数

n 元集合的 k 排列数为 n(n − 1) · · · (n − k + 1), 按 5.4.1 小节中方法构成的生
成函数

∞∑
k=0

n(n − 1) · · · (n − k + 1)xk

没有简单的解析表达式.

但如果把基底函数 xk 改换成 xk

k! , 则
∞∑

k=0

n(n − 1) · · · (n − k + 1)xk

k!
= (1 + x)n,

这启发人们引入指数型生成函数的概念.

数列 {a0, a1, a2, · · · } 的指数型生成函数 定义为形式幂级数

f(x) =
∞∑

k=0

ak
xk

k!
.

因为 [xk]f(x) = ak

k! , 所以
ak = k! · [xk]f(x).
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定理 5.1
多重集合 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的 k 排列中, 若限定元素 ai 出现
的次数集合为 Mi(1 ⩽ i ⩽ n), 则排列数的指数型生成函数为

n∏
i=1

( ∑
m∈Mi

xm

m!

)
.

证明 将和积式展开, 得

n∏
i=1

( ∑
m∈Mi

xm

m!

)
=
∑
k≥0

 ∑
k1+k2+···+kn=k
ki∈Mi,i=1,2,,n

k!
k1!k2! · · · kn!

 xk

k!
.

只要证明展开式中 xk

k! 的系数就是满足限定条件的 k 可重排列数即可.

• 首先, 对于集合 M 的满足限定条件的每个 k 可重排列, 设其中 ai 出现 ki

次 (i = 1, 2, · · · , n), 则 (k1, k2, · · · , kn) 就是方程

k1 + k2 + · · · + kn = k (ki ∈ Mi, i = 1, 2, · · · , n)

的一个解.
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• 而此类 k 可重排列的个数就是多重集合 {k1 · a1, k2 · a2, · · · , kn · an} 的全
排列的个数, 即 k!

k1!k2!···kn! .

可见, 与解 (k1, k2, · · · , kn) 相对应的 k 可重排列有 k!
k1!k2!···kn! 个.

• 再者, 方程 k1 + k2 + · · · + kn = k 的不同解 (k1, k2, · · · , kn) 所对应的不同
k 可重排列类中没有相同的排列.

• 因此, 由加法原则, 集合 M 满足给定条件的 k 可重排列的总个数为∑
k1+k2,···+kn=k

(k1∈Mi,i=1,2,··· ,n)

k!
k1!k2! · · · kn!

.
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特别地, 数列 {1, 1, · · · } 的指数型生成函数 ex =
∑∞

n=0
xn

n! 具有与指数函数相
似的性质:

exey = ex+y.

这是因为

exey =
∞∑

i=0

xi

i!
·

∞∑
j=0

yj

j!
=

∞∑
i=0

1
i!

xi ·
∞∑

j=0

1
j!

(y

x

)j

xj

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

1
k!(n − k)!

(y

x

)k
)

xn

=
∞∑

n=0

(
1 + y

x

)n xn

n!
=

∞∑
n=0

(x + y)n

n!

= ex+y.

特别有
exe−x = e0 = 1,

从而
e−x = 1

ex
.

56 / 68



例 5.1
多重集合 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的 k 排列数序列 {bk} 的指数型生
成函数为

n∏
i=1

(
1 + x

1!
+ x2

2!
+ · · ·

)
= (ex)n = enx =

∞∑
k=0

nk xk

k!

从而
bk = nk
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例 5.2
由数字 0, 1, 2, 3 组成的长为 k 的序列中, 要求含有偶数个 0 , 问这样的序列有
多少个?

解 根据题意, 有
M1 = M2 = M3 = {0, 1, 2, · · · }
M0 = {0, 2, 4, · · · }

由定理 5.5.1 知, 该排列数的指数型生成函数为(
1 + x

1!
+ x2

2!
+ · · ·

)3(
1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·

)
= (ex)3 · 1

2 (ex + e−x)

= 1 2(e4x+e2x)

= 1
2(
∑∞

k=0
4kxk+

∑∞
k=0

4kxk)

所以 xk

k! 的系数为

bk = 1
2
(
4k + 2k

)
.
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例 5.3
由 1, 2, 3, 4 能组成多少个 1 出现两次或三次, 2 最多出现一次, 4 出现偶数次的
五位数？

解 根据题意, 有
M1 = {2, 3} M3 = {0, 1, 2, · · · }

M2 = {0, 1} M4 = {0, 2, 4, · · · }
由定理 5.5.1 知, 该排列数的指数型生成函数为(

x2

2!
+ x3

3!

)(
1 + x

1!

)(
1 + x

1!
+ x2

2!
+ · · ·

)(
1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·

)
= x2

6
(
3 + 4x + x2) ex ex + e−x

2

= x2

12
(
3 + 4x + x2) (e2x + 1

)
.

所以 x5

5! 的系数为

5! × 1
12

(
3 × 23

3!
+ 4 × 22

2!
+ 1 × 21

1!

)
= 140,

即满足题意的五位数有 140 个.
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例 5.4
确定每位数字都是奇数, 且 1 和 3 出现偶数次的 n 位数的个数.

解 (
1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·

)2(
1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·

)3

=
(

ex + e−x

2

)2

· e3x

=1
4
(
e2x + e−2x + 2

)
· e3x

=1
4
(
e5x + 2e3x + ex

)
= 1

4

( ∞∑
k=0

5k xk

k!
+ 2 ·

∞∑
k=0

3k xk

k!
+

∞∑
k=0

xk

k!

)

=1
4

∞∑
k=0

(
5k + 2 · 3k + 1

) xk

k!
.

因此, 它的 xn

n! 系数为
1
4

(5n + 2 · 3n + 1) .
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例 5.5
求 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an} 的 k 排列中每个 ai 至少出现一次的排列
数 Pk 的指数型生成函数。

解 根据题意, 有
Mi = {1, 2, 3, · · · } (1 ≤ i ≤ n).

由定理 5.5.1 知, 排列数序列 {Pk} 的指数型生成函数为(
x

1!
+ x2

2!
+ x3

3!
+ · · ·

)n

= (ex − 1)n

=
n∑

i=0
(−1)i

(
n

i

)
e(n−i)x

=
n∑

i=0
(−1)i

(
n

i

) ∞∑
k=0

(n − i)kxk

k!

=
∞∑

k=0

(
n∑

i=0
(−1)i

(
n

i

)
(n − i)k

)
xk

k!
所以

Pk =
n∑

i=0
(−1)i

(
n

i

)
(n − i)k (k ≥ n).
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例 5.6
用红、白、蓝 3 种颜色给 1 × n 棋盘着色, 要求白色方格数是偶数, 问有多少种
着色方案？

解
Mr = Mb = {0, 1, 2, · · · },

Mw = {0, 2, 4, · · · }.

于是, 分配方案数的指数型生成函数为(
1 + x + x2

2!
+ · · ·

)2(
1 + x2

2!
+ x4

4!
+ · · ·

)
=e2x · ex + e−x

2
= 1

2
(
e3x + ex

)
=1

2

∞∑
n=0

(
(3x)n

n!
+ xn

n!

)
.

因此, xn

n!
的系数

1
2

(3n + 1) 就是满足要求的着色方案数.
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命题 5.2
若 f(x) =

∑∞
k=0 ak

xk

k! , 则

f ′(x) =
∞∑

k=1

ak · k · xk−1

k!
=

∞∑
ℓ=0

aℓ+1
xℓ

ℓ!
,

即 {ak+1}∞
k=0 的指数型生成函数为 f ′(x).

命题 5.3
若 f(x) =

∑∞
k=0 ak

xk

k! , 则 {ak+i}∞
k=0 的指数型生成函数为 f (i)(x).

命题 5.4
若 f(x) =

∑∞
k=0 ak

xk

k! , 则 {kak}∞
k=0 的指数型生成函数为

∞∑
k=1

kak
xk

k!
=

∞∑
k=1

ak
xk

(k − 1)!
= x

∞∑
k=1

ak
xk−1

(k − 1)!

= xf ′(x) = x
d

dx
(f(x)).
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命题 5.5
若 f(x) =

∑∞
k=0 ak

xk

k! 且 P (k) 是一个关于 k 的多项式, 则 {P (k) ak}∞
k=0 的指

数型生成函数为

P

(
x

d

dx

)
(f(x)) .

命题 5.6
若 f(x) =

∑∞
k=0 ak

xk

k! 且 g(x) =
∑∞

k=0 bk
xk

k! , 则

f(x)g(x) =

( ∞∑
i=0

ai
xi

i!

) ∞∑
j=0

bj
xi

j!


=

∞∑
n=0

n!

(
n∑

i=1

ai

i!
· bn−i

(n − i)!

)
xn

n!

=
∞∑

n=0

(
n

i

)
aibn−i

xn

n!
,

即
{∑n

i=0
(

n
i

)
aibn−i

}∞
n=0 的指数型生成函数为

f(x)g(x).
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例 5.7
置换 σ ∈ Sn 称为错位排列, 如果对任意 1 ≤ i ≤ n, 均有 σ(i) ̸= i. 令 dn 表示
Sn 中错位排列的总数. 求 dn 的指数型生成函数 D(x) =

∑∞
n=0 dn

xn

n! .

由组合解释得

n! =
n∑

k=0

(
n

k

)
dn−k.

由于 {1}n≥0 的指数型生成函数为 ex,

而 {n!}n≥0 的指数型生成函数为
∑

n≥0
n!
n! x

n =
∑

n≥0 xn = 1
1−x .

由前面的递推关系可得
1

1 − x
= exD(x),

即

D(x) = e−x

1 − x
.
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例
置换 σ ∈ Sn 称为错位排列, 如果对任意 1 ≤ i ≤ n, 均有 σ(i) ̸= i. 令 dn 表示
Sn 中错位排列的总数. 求 dn 的指数型生成函数 D(x) =

∑∞
n=0 dn

xn

n! .

也可以利用错位排列数 dn 的另外递推关系求解.

考虑 σ ∈ Sn+1 的第一位 σ(n + 1) 的取值, 它有 n 种可能.

得到递推关系 (P84)
dn+1 = n (dn + dn−1) .

所以

D′(x) =
∞∑

n=0

dn+1

n!
xn =

∞∑
n=0

dn

(n − 1)!
xn +

∞∑
n=0

dn−1

(n − 1)!
xn = xD′(x) + xD(x),

或
D′(x)
D(x)

= x

1 − x
= −1 + 1

1 − x
.

66 / 68



从而
D(x) = 1

1 − x
e−x+c.

当 x = 0 时, D(x) = d0 = 1, 得到 c = 0, 这也求出

D(x) = e−x

1 − x
.

展开得到

D(x) = e−x

1 − x
= 1

1 − x

∞∑
i=0

(−1)i

i!
xi =

∞∑
n=0

(
n∑

i=0

(−1)i

i!

)
xn

所以

dn = n!
n∑

i=0

(−1)i

i!
.

这表明, 在 Sn 中任取一个置换, 它是错位排列的概率为 dn

n! , 其极限是
e−1(n → ∞). 这真是个奇妙但并不显然的事实.
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普通型生成函数
令 an 表示在一个 n-集合上完成某个任务的方法数, a0 = 0.
对于 n ≥ 1, 令 bn 表示将区间集合 [n] 划分成任意的非空子区间, 然后在这些
非空子区间上完成前面任务的方法数, b0 = 1.
设 {an}n≥0 和 {bn}n≥0 的普通型生成函数分别为 f(x) 和 g(x), 证明

b(x) = 1
1 − f(x)

.

指数型生成函数
令 an 表示在一个 n-集合上完成某个任务的方法数, a0 = 0.
对于 n ≥ 1, 令 bn 表示将 n-集合 [n] 划分成任意的非空子集, 然后在这些非空
子集上完成前面任务的方法数, b0 = 1.
设 {an}n≥0 和 {bn}n≥0 的指数型生成函数分别为 f(x) 和 g(x), 证明

b(x) = ef(x).
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