
组 合 数 学

张 彪

天津师范大学

zhang@tjnu.edu.cn



第 3 章 容斥原理

1 引论

2 容斥原理

3 容斥原理的应用

4 偏序集上的反演公式

2 / 63



容斥原理

1 引论

2 容斥原理

3 容斥原理的应用

4 偏序集上的反演公式

3 / 63



引论

例 1
求 1 到 600 之间不能被 6 整除的整数个数.

先计算 1 到 600 之间能被 6 整除的整数个数，然后从总数中去掉它.

• 1 到 600 之间有 100 个整数可被 6 整除，
• 因此有 600 − 100 = 500 个整数不能被 6 整除.
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例 2
求 {1, 2, · · · , n} 的 1 不在第一个位置上的全排列的个数.
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例 2
求 {1, 2, · · · , n} 的 1 不在第一个位置上的全排列的个数.

(1) 直接计数
• 将 i1 ̸= 1 的所有全排列按照 i1 的取值分为 n − 1 类；

• 若 i1 = k ∈ {2, 3, · · · , n}, 则 i2i3 · · · in 是 {1, · · · , k − 1, k + 1, · · · , n} 的全排列;
• i1 有 n − 1 种取法，i2i3 · · · in 的全排列个数为 (n − 1)!, 从而 i1 ̸= 1 的全排列数为

(n − 1)(n − 1)!.
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例 2
求 {1, 2, · · · , n} 的 1 不在第一个位置上的全排列的个数.

(2) 间接计数
• {1, 2, · · · , n} 的全排列的个数为 n!;
• 若 i1 = 1，则 i2i3 · · · in 是 {2, 3, · · · , n} 的全排列，其个数为 (n − 1)!, 即 {1, 2, · · · , n} 的 1 在
第一个位置上的全排列的个数为 (n − 1)!;

• 所以 1 不在第一个位置的全排列个数为

n! − (n − 1)! = (n − 1)(n − 1)!
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例 3
求不超过 20 的正整数中既不是 2 的倍数，也不是 3 的倍数的数的个数.

• 2 的倍数的有 10 个 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20
• 3 的倍数的有 6 个 3, 6, 9, 12, 15, 18
• 既是 2 的倍数又是 3 的倍数的有 3 个 6, 12, 18
• 因此，不超过 20 的正整数中是 2 的倍数或是 3 的倍数的数的个数

10 + 6 − 3 = 13
• 由减法原则, 不超过 20 的正整数中既不是 2 的倍数，也不是 3 的倍数的数的个数

20 − 13 = 7

A B
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小结

• |A ∩ B| = |S| − |A| − |B| + |A ∩ B|

• |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|

A B
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例 4
某班有 100 人，其中：

• 会打篮球的有 45 人，会打乒乓球的有 53 人，会打排球的有 55 人；
• 既会打篮球也会打乒乓球的有 28 人，既会打篮球也会打排球的有 32 人，既会打乒乓球也会打
排球的有 35 人；

• 三种球都会打的有 20 人.

问三种球都不会打的有多少人？
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• 既会打篮球也会打乒乓球的有 28 人，既会打篮球也会打排球的有 32 人，既会打乒乓球也会打
排球的有 35 人；

• 三种球都会打的有 20 人.

问三种球都不会打的有多少人？

解 设
A = {会打篮球的人},

B = {会打乒乓球的人},

C = {会打排球的人}.

由题意知：

|A| = 45, |B| = 53, |C| = 55, |A ∩ B| = 28, |A ∩ C| = 32, |B ∩ C| = 35, |A ∩ B ∩ C| = 20.
8 / 63



例 4
某班有 100 人，其中：

• 会打篮球的有 45 人，会打乒乓球的有 53 人，会打排球的有 55 人；
• 既会打篮球也会打乒乓球的有 28 人，既会打篮球也会打排球的有 32 人，既会打乒乓球也会打
排球的有 35 人；

• 三种球都会打的有 20 人.

问三种球都不会打的有多少人？

为求三种球都不会打的人数，可按以下思路进行：

• 从总人数中减去会打至少一种球的人；

• 由于会打两种球的人被减了两次，应加回来；

• 但三种球都会打的人被加了三次，应再减一次.
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例 4
某班有 100 人，其中：

• 会打篮球的有 45 人，会打乒乓球的有 53 人，会打排球的有 55 人；
• 既会打篮球也会打乒乓球的有 28 人，既会打篮球也会打排球的有 32 人，既会打乒乓球也会打
排球的有 35 人；

• 三种球都会打的有 20 人.

问三种球都不会打的有多少人？

由容斥原理：

不会打任何球的人数 = 100 − (|A| + |B| + |C|) + (|A ∩ B| + |A ∩ C| + |B ∩ C|) − |A ∩ B ∩ C|

= 100 − (45 + 53 + 55) + (28 + 32 + 35) − 20

= 22.

因此，三种球都不会打的有 22 人.
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设 S 是有限集, A, B, C ⊆ S, 则

|A ∩ B ∩ C| = |S| − |A| − |B| − |C| + |A ∩ B| + |A ∩ C| + |B ∩ C|

− |A ∩ B ∩ C|

|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|

+ |A ∩ B ∩ C|

A B

C

S
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容斥原理 ∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am

∣∣ = |S| −
∑

1≤i≤m

|Ai| +
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | − · · ·

+ (−1)m |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am| .

证明 我们要证明∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am

∣∣ = |S| −
∑

1≤i≤m

|Ai| +
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | − · · · + (−1)m|A1 ∩ · · · ∩ Am|.

证明思路：逐个考察 S 中的元素 x 对右端的“贡献”.

• 对每个 x ∈ S，定义指示函数

IT (x) =

1, x ∈
⋂

i∈T Ai,

0, 否则,

其中 T ⊆ {1, 2, . . . , m}. 那么右端可写作∑
x∈S

(
1 −

∑
i

I{i}(x) +
∑
i<j

I{i,j}(x) − · · ·
)

.
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容斥原理的证明（续）

对固定的 x ∈ S，讨论两种情况.

(1) x 不属于任何 Ai

此时对所有非空 T 都有 IT (x) = 0，括号内的值为 1，即 x 的贡献为 1. 这类元素正是
A1 ∩ · · · ∩ Am 的元素.

(2) x 属于 k 个集合 Ai1 , . . . , Aik

此时 IT (x) = 1 当且仅当 T ⊆ {i1, . . . , ik}. 因此 x 的贡献为
k∑

j=0
(−1)j

(
k

j

)
= (1 − 1)k = 0.

即所有属于至少一个 Ai 的元素贡献均为 0.

综上，只有不属于任何 Ai 的元素贡献为 1，故右端之和恰为左端的大小，容斥原理得证.
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容斥原理 ∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am

∣∣
= |S| −

∑
1≤i≤m

|Ai| +
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | − · · · + (−1)m |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am|

推论

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am|

=
∑

1≤i≤m

|Ai| −
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | + · · · + (−1)m−1 |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am|
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例 5
在 1 与 1000 之间不能被 5,6,8 整除的整数有多少个？
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例 5
在 1 与 1000 之间不能被 5,6,8 整除的整数有多少个？

解 令 A = {1, 2, 3, · · · , 1000}.

记 A1, A2, A3 分别为 1 与 1000 之间能被 5, 6, 8 整除的整数集合, 则有

| A1 |=
⌊

1000
5

⌋
= 200, | A2 |=

⌊
1000

6

⌋
= 166, | A3 | =

⌊
1000

8

⌋
= 125.

于是，A1 ∩ A2 表示 A 中能被 5 和 6 整除的数, 即能被 30 整除的数, 其个数为

| A1 ∩ A2 |=
⌊

1000
30

⌋
= 33.

| A1 ∩ A3 | 表示 A 中能被 5 和 8 整除的数, 即能被 40 整除的数, 其个数为

| A1 ∩ A3 |=
⌊

1000
40

⌋
= 25.

| A2 ∩ A3 | 表示 A 中能被 6 和 8 整除的数, 即能被 24 (6 和 8 的最小公倍数 lcm(6, 8) = 24) 整除的
数, 其个数为

| A2 ∩ A3 |=
⌊

1000
24

⌋
= 41.
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例 5
在 1 与 1000 之间不能被 5,6,8 整除的整数有多少个？

| A1 ∩ A2 ∩ A3 | 表示 A 中能同时被 5, 6, 8 整除的数, 即 A 中能被 5, 6, 8 的最小公倍数
lcm(5, 6, 8) = 120 整除的数, 其个数为

| A1 ∩ A2 ∩ A3 |=
⌊

1000
120

⌋
= 8

由容斥原理, 1 与 1000 之间不能被 5, 6, 8 整除的数的个数为∣∣A1 ∩ A2 ∩ A3
∣∣ = |A| − (|A1| + |A2| + |A3|)

+ (|A1 ∩ A2| + |A1 ∩ A3| + |A2 ∩ A3|)

− |A1 ∩ A2 ∩ A3|

= 1000 − (200 + 166 + 125) + (33 + 25 + 41) − 8

= 600.
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例 6
求由 a, b, c, d 四个字符构成的 n 位字符串中，a, b, c, d 至少出现一次的字符串的个数.
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例 6
求由 a, b, c, d 四个字符构成的 n 位字符串中，a, b, c, d 至少出现一次的字符串的个数.

解 记 A1, A2, A3, A4 分别为不出现 a, b, c, d 的 n 位字符串的集合.

|Ai| = 3n (i = 1, 2, 3, 4),

|Ai ∩ Aj | = 2n (i ̸= j; i, j = 1, 2, 3, 4),

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| = 1 (i, j, k 互不相等; i, j, k = 1, 2, 3, 4),

|A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4| = 0

而 a, b, c, d 至少出现一次的字符串集合即为 A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4.
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例 6
求由 a, b, c, d 四个字符构成的 n 位字符串中，a, b, c, d 至少出现一次的字符串的个数.

于是 ∣∣A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4
∣∣ = 4n − (|A1| + |A2| + |A3| + |A4|)

+ (|A1 ∩ A2| + |A1 ∩ A3| + |A1 ∩ A4|

+ |A2 ∩ A3| + |A2 ∩ A4| + |A3 ∩ A4|)

− (|A1 ∩ A2 ∩ A3| + |A1 ∩ A2 ∩ A4|

+ |A1 ∩ A3 ∩ A4| + |A2 ∩ A3 ∩ A4|)

+ |A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4|

= 4n − 4 · 3n + 6 · 2n − 4
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容斥原理

• 设 P1, P2, · · · , Pm 是 S 的元素所涉及的 m 个性质.
• 设 Ai = {x ∈ S | x具有性质Pi}, i = 1, 2, · · · , m.
• 则 Ai = {x ∈ S | x不具有性质Pi}, i = 1, 2, · · · , m.

定理
集合 S 中不具有性质 P1, P2, · · · , Pm 的元素个数为∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am

∣∣ = |S| −
∑

1≤i≤m

|Ai| +
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | − · · ·

+ (−1)m |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am| .

推论
集合 S 中至少具有性质 P1, P2, · · · , Pm 之一的元素的个数为

|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am| =
∑

1≤i≤m

|Ai| −
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj | + · · · + (−1)m−1 |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am| .
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例 7
把 MATHISFUN 重新排列，使单词 MATH、IS、FUN 不出现的排列共有多少个？

解 令 S 表示 MATHISFUN 的全排列组成的集合

• P1 : MATH 出现； P2 : IS 出现； P3 : FUN 出现；
• Ai : 具有性质 Pi 的元的集合 (i = 1, 2, 3)

将 MATH 视为整体，与其他字母进行全排列，可得 |A1| = 6!,

同理,

|A2| = 8!, |A3| = 7!,

|A1 ∩ A2| = 5!, |A1 ∩ A3| = 4!, |A2 ∩ A3| = 6!,

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 3!, |S| = 9!

于是, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = 9! − (6! + 8! + 7!) + (5! + 4! + 6!) − 3! = 317658
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第二类 Stirling 数

定理

S(n, r) = 1
r!

r∑
k=0

(−1)k

(
r

k

)
(r − k)n

证明 先考虑把 n 个有区别的球放入 r 个有区别的盒子里，且不允许有空盒的方案数．

设 N (Pi) (i = 1, 2, · · · , r) 表示满足第 i 个盒子为空的方案数，则有

N (Pi) = (r − 1)n ，且不同的 Pi 有
(

r
1
)
个；

N (PiPj) = (r − 2)n ，且不同的 Pi, Pj 的组合有
(

r
2
)
个．

一般地，N (Pi1Pi2 · · · Pik
) = (r − k)n ，且不同的 Pi1 , Pi2 , · · · , Pik

的组合共有
(

r
k

)
个．

而 n 个有区别的球放人 r 个有区别的盒子里，且允许有空盒的方案数为 N = rn．
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第二类 Stirling 数
定理

S(n, r) = 1
r!

r∑
k=0

(−1)k

(
r

k

)
(r − k)n

所以，由容斥原理可知

N
(
P̄1P̄2 · · · P̄r

)
= N −

∑
1⩽i⩽r

N (Pi) +
∑

1⩽i<j⩽r

N (PiPj) − · · · + (−1)rN (P1P2 · · · Pr)

= rn −
(

r

1

)
(r − 1)n +

(
r

2

)
(r − 2)n − · · · + (−1)r

(
r

r

)
(r − r)n

=
r∑

k=0

(−1)k

(
r

k

)
(r − k)n

而由 N
(
P̄1P̄2 · · · P̄r

)
= r!S(n, r) 可得，

S(n, r) = 1
r!

r∑
k=0

(−1)k

(
r

k

)
(r − k)n
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满射的计数

例 8
从 {x1, . . . , xn} 到 {y1, . . . , yk} 的满射有多少个？

解 设 S 为所有 {x1, . . . , xn} 到 {y1, . . . , yk} 的映射的集合, 则 |S| = kn.

对于 1 ≤ i ≤ k, 定义性质 Pi 为 yi 不是映射的像,

定义 Ai 为满足性质 Pi 的从 {x1, . . . , xn} 到 {y1, . . . , yk} 的映射的集合, 则

对任意的 1 ≤ i ≤ k 有 |Ai| = (k − 1)n.

对任意的 1 ≤ i1 < · · · < ij ≤ k 有
∣∣Ai1 ∩ · · · ∩ Aij

∣∣ = (k − j)n.

注：事实上，所求个数为 k!S(n, k).
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满射的计数

例 8
从 {x1, . . . , xn} 到 {y1, . . . , yk} 的满射有多少个？

这样, 所求满射的个数为∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · Ak

∣∣
= |S| −

∑
i

|Ai| +
∑
i<j

|Ai ∩ Aj | −
∑

i<j<ℓ

|Ai ∩ Aj ∩ Aℓ| +

· · · + (−1)k |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak|

=
k∑

j=0
(−1)j

(
k

j

)
(k − j)n =

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
jn

注：事实上，所求个数为 k!S(n, k).
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欧拉函数

例 9
φ(n) 表示小于 n 且与 n 互素的正整数的个数，求 φ(n).

• 例如 φ(5) = 4, 即 1,2,3,4; φ(12) = 4，即 1,5,7,11.

解 将 n 分解成素因子的乘积形式
n = pi1

1 pi2
2 · · · piq

q .

设 Ai 为不大于 n 且为 pi 的倍数的自然数的集合 (1 ⩽ i ⩽ q), 则

|Ai| = n

pi
(i = 1, 2, · · · , q).

因 pi 与 pj 互素 (i ̸= j), 所以 pi 与 pj 的最小公倍数为 pipj , 所以

|Ai ∩ Aj | = n

pipj
(i ̸= j; i, j = 1, 2, · · · , q).

等等.
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小于 n 且与 n 互素的自然数是集合 A = {1, 2, · · · , n} 中那些不属于任何一个集合 Ai 的数.

由容斥原理知

φ(n) =
∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aq

∣∣
= n −

q∑
i=1

|Ai| +
∑

1⩽i<j⩽q

|Ai ∩ Aj | −
∑

1⩽i<j<k⩽q

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|

+ · · · + (−1)q |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aq|

= n −
q∑

i=1

n

pi
+

∑
1⩽i<j⩽q

n

pipj
−

∑
1⩽i<j<k⩽q

n

pipjpk
+ · · · + (−1)q n

p1p2 · · · pq
.

上面的和式正好是下列乘积的展开式

φ(n) = n

(
1 − 1

p1

) (
1 − 1

p2

)
· · ·

(
1 − 1

pq

)
.

注：欧拉函数常用于数论中. 例如, 若 n = 12 = 22 · 3, 则

φ(12) = 12
(

1 − 1
2

) (
1 − 1

3

)
= 4
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错排问题

例 10
有 n 位同学各写一张贺卡，放在一起，然后每人从中取出一张，但不能取自己写的那一张贺卡. 不
同的取法有多少种？

定义 集合 {1, 2, · · · , n} 的一个错排是该集合的一个满足条件 πi ̸= i (1 ⩽ i ⩽ n) 的全排列
π1π2 · · · πn, 即集合 {1, 2, · · · , n} 的一个没有一个数字在它的自然顺序位置上的全排列.

• n = 1 时, {1} 没有错排.
• n = 2 时, {1, 2} 有唯一一个错排, 为 21.
• n = 3 时, {1, 2, 3} 有两个错排, 分别为 231 和 312.

• n = 4 时, {1, 2, 3, 4} 共有下面所列的 9 个错排
2143, 3142, 4123, 2341, 3412, 4321, 2413, 3421, 4312.

用 dn 记 {1, 2, · · · , n} 的全部错排个数, 则 d1 = 0, d2 = 1, d3 = 2, d4 = 9.
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定理
对任意正整数 n, 有

dn = n!
n∑

k=0

(−1)k

k!

证明 对于 n 元排列及 1 ≤ i ≤ n, 定义性质 Pi 为 i 在排列下保持不变 (或 i 为不动点).

定义 Ai 为 n 元对称群 Sn 中所有满足性质 Pi 的排列组成的子集.

则
dn =

∣∣A1 ∩ A2 ∩ . . . An

∣∣
对任意 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, |Ai1 ∩ · · · ∩ Aik

| 为 Sn 中具有不动点 i1, . . . , ik 的排列个数, 即

(n − k)!.
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根据容斥原理, 得
Dn =

∣∣A1 ∩ A2 ∩ · · · An

∣∣
= |Sn| −

∑
i

|Ai| +
∑
i<j

|Ai ∩ Aj | −
∑

i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| +

· · · + (−1)n |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|

= n! − n · (n − 1)! +
(

n

2

)
(n − 2)! −

(
n

3

)
(n − 3)! + · · · + (−1)n

(
n

n

)
= n! − n!

1!
+ n!

2!
− n!

3!
+ · · · + (−1)n n!

n!

= n!
n∑

k=0

(−1)k

k!
.

这表明, 在 Sn 中任取一个排列, 它是错位排列的概率为 dn

n!
, 其极限是 e−1(n → ∞).

这真是个奇妙但并不显然的事实. 令人惊讶的是, e 是一个典型的超越数, 出现在一个最开始只涉及
整数的组合问题的解决方案.
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例 11
穿着球衣号为 1, 2, 3, . . . , n 的小朋友按号码从小到大的顺序依次排成一列, 则有多少种方法让他们
重新站队, 使得每个人前面的人都已换过?

例 12
在 Sn 中, 有多少个排列不含有任何一个下列二元子序列

12, 23, 34, . . . , (n − 1)n?

解 用 Qn 表示这个计数. 对 1 ⩽ i ⩽ n − 1, 令 Pi 表示二元子序列 i(i + 1) 出现这一性质, Xi 表示满
足性质 Pi 的 n 元排列构成的集合.

注意到 |Xi| = (n − 1)!, |Xi ∩ Xj | = (n − 2) !. 注意前面第二式无论对 |j − i| = 1 还是 |j − i| > 1 都
成立. 归纳地可得到 ∣∣∩k

r=1Xir

∣∣ = (n − k)!.

所以,

Qn =
n−1∑
k=0

(−1)k

(
n − 1

k

)
(n − k)!
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例 13 (menage 问题)
n 对夫妇参加宴会围桌就座，要求男女相间并且每对夫妇两人不得相邻，问有多少种就座方式？
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有限重数的多重集合的组合数

• 令 S = {a1, a2, · · · , an}，那么 S 的 r-组合有多少？

(
n

r

)

• 令 M = {∞ · a1, ∞ · a2, · · · , ∞ · an}, 那么 M 的 r-组合有多少？

((n

r

))
=

(
n + r − 1

r

)
=

(
n + r − 1

n − 1

)
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例 14
令 M = {k1 · a1, k2 · a2, · · · , kn · an}, 那么 M 的 r-组合有多少？

• 如果所有的 ki ≥ r, 那么 ki 对 r-组合的选取不产生影响，
可令 k1 = k2 = · · · = kn = r，则

(
r+n−1

r

)
即为 M 的 r-组合的个数.

• 如果存在某个 ki < r, 那么 ki 对 r-组合的选取会产生影响，
令性质 Pi : r-组合中 ai 的个数大于或等于 ki + 1,
集合 Ai : 满足性质 Pi 的 r-组合的集合，
|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am| 即为 M 的 r-组合的个数.

35 / 63



例 14
令 M = {k1 · a1, k2 · a2, · · · , kn · an}, 那么 M 的 r-组合有多少？

• 如果所有的 ki ≥ r, 那么 ki 对 r-组合的选取不产生影响，
可令 k1 = k2 = · · · = kn = r，则

(
r+n−1

r

)
即为 M 的 r-组合的个数.

• 如果存在某个 ki < r, 那么 ki 对 r-组合的选取会产生影响，
令性质 Pi : r-组合中 ai 的个数大于或等于 ki + 1,
集合 Ai : 满足性质 Pi 的 r-组合的集合，
|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am| 即为 M 的 r-组合的个数.

35 / 63



例 15
求多重集合 T = {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的 10-组合的数目.
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例 15
求多重集合 T = {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的 10-组合的数目.

解 令 T∞ = {∞ · a, ∞ · b, ∞ · c}

• P1 : 至少 4 个 a P2 : 至少 5 个 b P3 : 至少 6 个 c

• Ai : 具有性质 Pi 的 10-组合的集合 (i = 1, 2, 3).

|S| =
((

3
10

))
=

(
10 + 3 − 1

3 − 1

)
= 66

|A1| =
((

3
6

))
=

(
6 + 3 − 1

3 − 1

)
= 28

|A2| =
((

3
5

))
=

(
5 + 3 − 1

3 − 1

)
= 21

|A3| =
((

3
4

))
=

(
4 + 3 − 1

3 − 1

)
= 15
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例 15
求多重集合 T = {3 · a, 4 · b, 5 · c} 的 10-组合的数目.

|A1 ∩ A2| =
((

3
1

))
=

(
1 + 3 − 1

3 − 1

)
= 3

|A1 ∩ A3| =
((

3
0

))
=

(
0 + 3 − 1

3 − 1

)
= 1

|A2 ∩ A3| = 0, |A1 ∩ A2 ∩ A3| = 0

由容斥原理，得

|A1 ∩ A2 ∩ A3| = 66 − (28 + 21 + 15) + (3 + 1 + 0) − 0 = 6
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例 16
求方程

x1 + x2 + x3 + x4 = 18

满足

1 ≤ x1 ≤ 5, −2 ≤ x2 ≤ 4,

0 ≤ x3 ≤ 5, 3 ≤ x4 ≤ 9

的整数解个数.

解 令 y1 = x1 − 1, y2 = x2 + 2, y3 = x3, y4 = x4 − 3, 则方程转化为

y1 + y2 + y3 + y4 = 16

相应的条件即 0 ≤ y1 ≤ 4, 0 ≤ y2 ≤ 6, 0 ≤ y3 ≤ 5, 0 ≤ y4 ≤ 6.

这就转化为多重集的 16-组合数问题.
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令 S 为方程 y1 + y2 + y3 + y4 = 16 的所有非负整数解构的集合, 定义性质 Pi 为
yi ≥ ni + 1, 1 ≤ i ≤ 4, 这里 n1 = 4, n2 = 6, n3 = 5, n4 = 6.

令 Xi 表示 S 中满足性质 Pi 的整数解构成的集合.

则

|S| =
((

4
16

))
=

(
16 + 3

3

)
= 969

|X1| =
((

4
16 − 4 − 1

))
=

(
11 + 3

3

)
= 364,

|X2| =
((

4
16 − 6 − 1

))
=

(
9 + 3

3

)
= 220

|X3| =
((

4
16 − 5 − 1

))
=

(
10 + 3

3

)
= 286,

|X4| =
((

4
16 − 6 − 1

))
=

(
9 + 3

3

)
= 220
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|X1 ∩ X2| =
((

4
16 − 4 − 1 − 6 − 1

))
=

(
4 + 3

3

)
= 35

|X1 ∩ X3| =
((

4
16 − 4 − 1 − 5 − 1

))
=

(
5 + 3

3

)
= 56

|X1 ∩ X4| =
((

4
16 − 4 − 1 − 6 − 1

))
=

(
4 + 3

3

)
= 35

|X2 ∩ X3| =
((

4
16 − 6 − 1 − 5 − 1

))
=

(
3 + 3

3

)
= 20

|X2 ∩ X4| =
((

4
16 − 6 − 1 − 6 − 1

))
=

(
2 + 3

3

)
= 10

|X3 ∩ X4| =
((

4
16 − 5 − 1 − 6 − 1

))
=

(
3 + 3

3

)
= 20

由于 5 + 6 + 7 = 18 > 16, 任意三个及三个以上的 Xi 相交都是空集. 从而原方程解的个数为

∣∣X1 ∩ X2 ∩ X3 ∩ X4
∣∣ = 969 − (364 + 220 + 286 + 220)

+ (35 + 56 + 35 + 20 + 10 + 20)

= 55.
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• 本节主要介绍美国数学家 Rota 于 1964 年建立的偏序集上的默比乌斯反演公式.
• 它以经典默比乌斯反演公式和容斥原理为特例, 用一种简明的方式统一了很多具体结果, 是现
代组合数学发展的一个重大成就.

图: Gian-Carlo Rota

• Rota 被广泛认为是现代组合数学的奠基者之一. 他将组合
学从“技巧性计数”提升为具有深刻理论结构的数学分支.

• Möbius 函数与偏序集理论：他在 1964 年发表的经典论文
《On the Foundations of Combinatorial Theory I. Theory of
Möbius Functions》中，系统地将 Möbius 反演推广到偏序
集（posets）上，为组合数学建立了统一的代数框架.

• Rota–Baxter 代数：他重新发现并推广了 Rota–Baxter 算子
（最初由 Glen Baxter 在概率论中提出），这一结构后来在量
子场论、代数组合中发挥重要作用.

• 组合公理化：他倡导“组合学的公理化方法”，强调结构而
非具体计算，影响了后来 Stanley、Zelevinsky 等人的工作.
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图: Gian-Carlo Rota

• 推动组合数学进入主流数学视野，使其成为与代数、几何、
分析并列的核心领域.

• 在 MIT 培养了大批优秀学生，包括 Richard P. Stanley、陈
永川、颜华菲等.

• 创办并主编《Advances in Mathematics》多年，提升其为顶
尖数学期刊.

• 提出“数学的十诫”（Ten Lessons I Wish I Had Been
Taught），成为广为流传的学术写作与演讲指南.

• 著有《Indiscrete Thoughts》（《不羁的思绪》），其中包含对
数学家如冯·诺依曼、哥德尔、麦克莱恩等人的犀利评论.
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偏序集的概念

定义 1
设在集合 P 上定义一种二元关系 ≤, 它具有下列性质:

1 对任意 x ∈ P , 有 x ≤ x (自反性);

2 若 x ≤ y, y ≤ x, 则 x = y (反对称性);

3 若 x ≤ y, y ≤ z, 则 x ≤ z (传递性);

则称 P 是以 ≤ 为序关系的偏序集, 记为 (P, ≤). 在不引起混淆时, 常把 (P, ≤) 简记为 P .

例如, 数的大小关系 “≥” 是整数集合上的偏序.

仿照通常不等式的记法, x ≤ y 也可以写作 y ≥ x;

若 x ≤ y, 并且 x ̸= y, 则可记作 x < y;

若 x ≤ y 不成立, 则可记作 x ̸≤ y, 表示 x 与 y 或者不能比较, 或者 x > y.
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偏序集中的区间

特别地, 若偏序集 P 中每对元素都存在序关系, 则称 P 为全序集.

具有 n 个元素的全序集一定可以将其元标记成 x1, x2, · · · , xn, 使得 x1 < x2 < · · · < xn, 这个 n 元
全序集可记为 {x1, x2, · · · , xn}<, 也称作一个 n 元链.

定义 2
对偏序集 P 中两个元 x 和 y, 集合 [x, y] = {z ∈ P |x ⩽ z ⩽ y} 称为 P 中的一个区间.

当 x 与 y 不能比较时, [x, y] 为空集. 有时需要忽略端点, 就用开或半开区间. 例如,
[x, y) = {z ∈ P |x ⩽ z < y}.

++

定义 3
若偏序集 P 中任一区间都是有限集, 则称 P 为局部有限偏序集.
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局部有限偏序集：具体实例

例 17
正整数集 Z+ 按照整除关系作成偏序集 (Z+, |), 记为 ℜ,
即对于正整数 m 和 n, “m ⩽ n”意味着 m|n, 或 m 为 n 的因子.
ℜ 是局部有限偏序集, 记 ℜ 的区间 [1, n] 为 ℜ(n).

例 18
集合 S 的所有子集的集合 2S 称为幂集, 其按照集合的包含关系作成偏序集 (2S , ⊆), 记为 ℜ(S).

当 S 是无限集时, ℜ(S) 不是局部有限偏序集. 若 S = [n] = {1, 2, · · · , n}, 则记 ℜ(S) = ℜ(n).
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定义 4
对于偏序集 P 中的两个元 x 和 y, 若区间 [x, y] 只有两个元素, 则称 y 覆盖 x.

对偏序集 (P,⩽) 可用哈斯 (Hasse) 图来形象地表示, 即将 P 中的元用平面上的点来表示:

若 y 覆盖 x, 即 x < y 并且没有 z 使得 x < z < y, 则将 y 置于点 x 的上面, 并用一条从 y 向下的直
线段连到 x.

例如: 集合 {1, 2, 3, 4} 上的偏序集为 {(a, b)| a ⩽ b}, 其哈斯图如下面的右图所示.

1
2
3
4

=⇒

1

2

3

4

注: 对于一个有限集上的偏序集所构成的哈斯图是去掉所有环和由于传递性出现的边, 再去掉有向边
上的箭头, 并默认所有边的方向是向下的图.
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例 19
集合 A = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12} 上的偏序集为 P (A) = {(a, b)|a 整除 b}, 其 Hasse 图如图所示.

1
2 3
4 6
8 12

例 20
S = {a, b, c}, 幂集 P (S) 上的偏序集为 P (S) = {(A, B)| A ⊆ B}, 其 Hasse 图如图所示.

∅

{a} {b}{c}

{a, c} {b, c}{a, b}

{a, b, c}
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定义 5
对 x ∈ P , 若不存在 y ∈ P , 使得 x < y, 则称 x 为偏序集 (P,⩽) 的极大元.
对 x ∈ P , 若不存在 y ∈ P , 使得 y < x, 则称 x 为偏序集 (P,⩽) 的极小元.

例如, 在偏序集 ({2, 4, 5, 10, 12, 20, 25}, |) 中, 可以根据 Hasse 图得到其极大元与极小元, 如图可以看
出: 12, 20, 25 是极大元, 2, 5 是极小元.

2 5

4 10

12 20

25
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定义 6
对 x ∈ P , 若对所有的 y ∈ P 有 y ⩽ x, 则称 x 为偏序集 (P,⩽) 的最大元.
对 x ∈ P , 若对所有的 y ∈ P 有 x ⩽ y, 则称 x 为偏序集 (P,⩽) 的最小元.

注: 在偏序集中最大、最小元不一定存在, 但若存在, 则唯一.

例如, 在下图中,

b c d

a

e

(a)

d e

a b

c

(b)

d

a b

c

(c)

d

b c

a

(d)

(a) 的最小元为 a, 没有最大元; (b) 既没有最小元也没有最大元;

(c) 的最大元为 d, 没有最小元; (d) 的最大元为 d, 最小元为 a.
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定义 7
设 S 为偏序集 (P,⩽) 的一个子集, 对 x ∈ P :
(1) 若 ∀a ∈ S 有 a ⩽ x, 则称 x 为 S 的一个上界;
(2) 若 ∀a ∈ S 有 x ⩽ a, 则称 x 为 S 的一个下界.

例如, 在如下 Hasse 图中, {a, b, c} 的上界为 e, f, j, h, 下界为 a; {j, h} 没有上界, 下界为
a, b, c, d, e, f ; {a, c, d, f} 的上界为 f, h, j, 下界为 a.

a

b c

d e

f

h

g

j
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定义 8
• 若 x 是 S 的一个上界, 并且它小于 S 的任意其他上界, 则称 x 为子集 S 的最小上界, 即上确
界, 记作 sup(S);

• 若 y 是 S 的一个下界, 并且它大于 S 的任意其他下界, 则称 y 为子集 S 的最大下界, 即下确
界, 记作 inf(S).

例如, 下图中, 由 g < h 可知, {b, d, g} 的上界是 g 和 h, 上确界是 g; 由 a < b 可知, {b, d, g} 的下界
是 a 和 b, 下确界是 b.

a

b c

d e

f

h

g

j
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定义 9
若一个偏序集的每对元素都有上确界和下确界, 则称这个偏序集为格.

例如, (1) 观察下中的 Hasse 图, (a) 和 (c) 是格, 但 (b) 中由于 b 和 c 没有上确界, 因此不是格.

(2) 对偏序集 (Z+, |) 中的任意两个正整数 a 和 b, 其上确界和下确界分别是它们的最小公倍数和最
大公约数, 所以, (Z+, |) 是格.

(3) 对偏序集 (2S , ⊆), 由 S 的两个子集 A 和 B 的上确界和下确界分别是 A ∪ B 和 A ∩ B 可知,
(2S , ⊆) 是格.

a

b

c d

e

f

(a)
a

b c

d e

f

(b)
a

b c d

e f g

h

(c)

51 / 63



定义 9
若一个偏序集的每对元素都有上确界和下确界, 则称这个偏序集为格.

例如, (1) 观察下中的 Hasse 图, (a) 和 (c) 是格, 但 (b) 中由于 b 和 c 没有上确界, 因此不是格.

(2) 对偏序集 (Z+, |) 中的任意两个正整数 a 和 b, 其上确界和下确界分别是它们的最小公倍数和最
大公约数, 所以, (Z+, |) 是格.

(3) 对偏序集 (2S , ⊆), 由 S 的两个子集 A 和 B 的上确界和下确界分别是 A ∪ B 和 A ∩ B 可知,
(2S , ⊆) 是格.

a

b

c d

e

f

(a)
a

b c

d e

f

(b)
a

b c d

e f g

h

(c)

51 / 63



偏序集上的关联代数

定义 10
设 P 是局部有限偏序集，令

I(P ) = {f |f 是P × P 上的双变量实值函数: 若x ⩽̸ y, 则f(x, y) = 0}.

在 I(P ) 上像通常一样定义函数的加法和数乘，而乘积 h = fg 定义如下:

h(x, y) =
∑

x⩽z⩽y

f(x, z)g(z, y).

称附加以上运算的 I(P ) 为偏序集 P 上的关联代数.

注: 由于 P 是局部有限的，上式右边的和式只有有限项，并且当 x ⩽̸ y 时，右边的和式按习惯表示
零. 实际上，和式可以改写为

∑
z f(x, z)g(z, y).

易证 I(P ) 上定义的乘法满足结合律，并且上述定义的乘法、数乘和加法满足结合律和分配律.
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关联代数中的特殊函数

(1) 克罗内克 (Kronecker) 函数 δ(x, y) 定义为

δ(x, y) =

1, x = y,

0, x ̸= y.

显然, 对任何 f ∈ I(P ), 恒有 δ · f = f · δ = f ,

所以 δ 函数在关联代数中起着乘法单位元的作用, 因此也叫单位函数.

(2) 偏序集 P 上的 ζ 函数 ζ(x, y) 定义为

ζ(x, y) =

1, x ⩽ y,

0, x ⩽̸ y.

(3) 将 ζ 函数与 δ 函数的差定义为 η 函数: η(x, y) = ζ(x, y) − δ(x, y), 称之为关联函数, 显然

η(x, y) =

1, x < y,

0, x ≮ y.
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对于 f ∈ I(P ),

• 若存在一个 g1 ∈ I(P ), 使得 f · g1 = δ, 则称 g1 为 f 的右逆.
• 若存在一个 g2 ∈ I(P ), 使得 g2 · f = δ, 则称 g2 为 f 的左逆.
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偏序集上的默比乌斯函数

引理 11
设 P 为局部有限偏序集, f ∈ I(P ) 有右逆或左逆的充分必要条件是

对任何 x ∈ P 都有 f(x, x) ̸= 0.

当此条件满足时右逆等于左逆, 故以后可一律称之为逆, 记 f 的逆为 f−1.

因为对任何 x ∈ P 都有 ζ(x, x) = 1, 所以 ζ 函数满足上述引理的条件, 从而一定有逆.

记 ζ(x, y) 的逆函数为 µ(x, y), 则 µ ζ = ζ µ = δ.

我们称 µ(x, y) 为偏序集 P 上的默比乌斯函数.
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偏序集上的默比乌斯函数

例 21
给定集合 S, 考虑偏序集 (Pf (S), ⊆). 证明: 其上的默比乌斯函数为 µ(A, B) = (−1)|B|−|A|,
A, B ∈ Pf (S) 且 A ⊆ B.

证 对于 A, B ∈ Pf (S) 且 A ⊆ B, 设 n = |B| − |A|. 下面对 n 作归纳. 当 n = 0 时, A = B, 故
µ(A, B) = µ(A, A) = 1 = (−1)|B|−|A|,

从而 n = 0 时结论成立. 假设对 k ⩾ 0, 结论当 n ⩽ k 时成立, 则当 n = k + 1 时, 有
µ(A, B) = −

∑
A⊆C⊊B

µ(A, C) = −
∑

A⊆C⊊B

(−1)|C|−|A|

= −
|B|−|A|−1∑

i=0

(
|B| − |A|

i

)
(−1)i

= −
(

(1 − 1)|B|−|A| − (−1)|B|−|A|
)

= (−1)|B|−|A|,

即结论对 n = k + 1 成立. 由归纳原理知, 结论对一切 n 成立.
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偏序集上的默比乌斯函数

例 22
考虑偏序集 (Z+, |). 对任意 x, y ∈ Z+ 及 x|y, 将 y

x 写成如下素数幂的形式:
y

x
=

r∏
i=1

pai
i , ai ⩾ 1.

证明: (Z+, |) 上的默比乌斯函数为

µ(x, y) =


1, x = y,

(−1)r, a1 = a2 = · · · = ar = 1, r ⩾ 1,

0, max{a1, a2, · · · , ar} ⩾ 2 或x ∤ y.
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证 对于正整数
y

x
, 用归纳法证明命题. 当 y

x
= 1 时, µ(x, y) = µ(x, x) = 1, 从而命题对 y

x
= 1 成立.

设 k ⩾ 1, x|y, 且命题对 y

x
⩽ k 时成立, 则当 y

x
=

∏r
i=1 pai

i = k + 1 时, 有

µ(x, y) = −
∑

x|z|y,z ̸=y

µ(x, z) = −
∑

x|z|y,z ̸=y

µ
( z

x

)
= µ

( y

x

)
−

∑
x|z|y

µ
( z

x

)
= µ

( y

x

)
−

∑
t| y

x

µ(t)

= µ
( y

x

)
,

其中等式的最后一步运用了恒等式 ∑
d|n

µ(d) = 0

对任意 n > 1 成立, 从而命题对 y

x
= k + 1 成立. 由归纳原理知, 命题对一切正整数 y

x
成立, 从而原

命题成立.
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偏序集上的默比乌斯反演公式

定理 12
设 f(x) 是定义在局部有限偏序集 P 上的一个实值函数, 又设 P 中存在一个元素 p, 使得当 x ≯ p

时, 有 f(x) = 0. 若有
g(x) =

∑
y⩽x

f(y), (2.8)

则可得
f(x) =

∑
y⩽x

g(y)µ(y, x). (2.9)

反之, 也可由式 (2.9) 推出式 (2.8).
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反演公式的证明

证明 公式 (2.8) 右端的和式也可记作
∑

p⩽y⩽x f(y), 这个和式对局部有限偏序集来说只有有限项, 因
此函数 g(x) 是有意义的. 将式 (2.8) 的右端代入式 (2.9) 的右端, 可得∑

y⩽x

g(y)µ(y, x) =
∑
y⩽x

∑
z⩽y

f(z)

 µ(y, x)

=
∑
z⩽x

f(z)
∑

z⩽y⩽x

µ(y, x)

=
∑
z⩽x

f(z)
∑

z⩽y⩽x

ζ(z, y)µ(y, x)

=
∑
z⩽x

f(z)δ(z, x)

= f(x).

这表明, 由式 (2.8) 也可推出式 (2.9).
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反演公式的证明

现假定式 (2.9) 成立, 则 ∑
y⩽x

f(y) =
∑
y⩽x

f(y)ζ(y, x)

=
∑
y⩽x

∑
z⩽y

g(z)µ(z, y)

 ζ(y, x)

=
∑
z⩽x

g(z)
∑

z⩽y⩽x

µ(z, y) ζ(y, x)

=
∑
z⩽x

g(z) δ(z, x)

= g(x).

这就得到了式 (2.8).
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容斥原理

事实上, 容斥原理是上述默比乌斯反演公式的一个推论.

例如, 设所考虑性质的集合为
P = {P1, P2, · · · , Pm}.

集合 S 中满足性质 Pi 的所有元素组成的集合记为 Xi (1 ⩽ i ⩽ m). 研究偏序集 P = (P (P), ⊆). 其
上的实值函数 F, G 分别定义如下: 对任意 A ⊆ P, F (A) 为集合 S 中具有 A 中的所有性质但不具有
A 中的任何性质的元素个数; G(A) 为集合 S 中具有 A 中的所有性质的元素个数. 易见, 对任意
A ⊆ P, 有

G(A) =
∑

B⊆A

F (B),

故有
F (A) =

∑
B⊆A

µ(B, A)G(B) =
∑

B⊆A

(−1)|A|−|B|G(B).
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容斥原理

特别地, 不具有 P = {P1, P2, · · · , Pm} 中任何一种性质的元素个数由下式给出:

F (P) =
∑

B⊆P
(−1)|P|−|B|G(B) =

∑
A⊆P

(−1)|A|H(A),

其中最后一步是作变换 A = B = P \ B 及令

H(A) = |{x | x ∈ S, x 具有A 中的所有性质}|

(注意对任意 B ⊆ P, H(B) = G(B)).

由上可见, 偏序集上的默比乌斯反演是容斥原理的延伸.
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